EL ALGEBRA GEOMETRICA DEL ESPACIO Y TIEMPO

4. EL PRODUCTO EXTERIOR Y SUS APLICACIONES
Definicion de producto exterior de vectores

Se define el producto exterior de cualquier nimero de vectores como su
producto antisimétrico, es decir, el unico producto distributivo respecto a la suma de
vectores que cambia de signo bajo cualquier permutacion de un par de ellos:

VIATT AV AT AV AT AV, S SV A AV AT AV A A, Vi+# |
Actualmente el producto exterior de dos vectores a y b se representa como a A b pero
. 1 Y
su descubridor Hermann Grassmann lo representaba’ como [ab]. Esta definicion es

unica salvo un factor constante. Para ello se identifica el producto exterior de vectores
perpendiculares con el producto de sus modulos para una constante igual a 1.

Veamos algunas consecuencias de su definicion. En primer lugar, es trivial que
si dos vectores del producto son iguales el producto exterior de todos ellos es nulo ya
que intercambidndolos obtenemos el mismo producto:

VIAS AV, A AV, A AV, ==V A AV, A AV A AV, =0

En segundo lugar, el producto exterior de un conjunto de vectores linealmente
dependientes es nulo. Efectivamente, si los vectores no son independientes, alguno de
ellos se podra expresar como combinacion lineal de los demas:

v, = e, 2; €R

i#j
Sustituyendo esta combinacién lineal y aplicando la propiedad distributiva tenemos:

VIACTAV, A AV, S VA AV, /\Zaiv[ AV gt AV

J n n

i#j

:zaivl A AV AV AV AY, =0

n
i#j

El resultado es idéntico a cero porque en cada producto hay un vector repetido.
Supongamos ahora que los vectores son independientes. Descompongamos, por
ejemplo el vector v, en dos componentes perpendiculares, una que pertenece al

subespacio <v1, T vn_1> Yy que representaré como v, |, y otra que no pertenece a ella 'y
que representaré como v, | . Entonces:

VAN AV G AV, S VA AV, /\(V [ +vn,l):v1 ANAV g AV

n,

! Mientras Eli¢ Cartan usé la antigua notacion en Les systémes différentiels extérieurs et leurs
applications géométriques, Hermann & Cie (Paris, 1945), su hijo Henri Cartan ya utilizé la nueva en
Formas diferenciales. Aplicaciones elementales al calculo de variaciones y a la teoria de curvas y
superficies, ed. Omega (Barcelona, 1972).
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puesto que el producto exterior por la componente v, | es idénticamente nulo por ser un

producto de vectores linealmente dependientes. Ahi es donde se refleja la principal
propiedad del producto exterior: cada producto exterior por un nuevo vector es una
multiplicacion por su componente perpendicular al espacio generado por los vectores
anteriores. Por ejemplo, pensemos en el producto exterior de tres vectores {u, v, w}

cualesquiera independientes en el espacio euclideo. El producto exterior del primero por
el segundo es igual a la longitud del primero por la componente perpendicular del
segundo respecto al primero (figura 4.1), es decir, el area del paralelogramo que forman:

UAV=uv,, Figura4.1

Ahora multipliquémoslo
exteriormente por el tercero y /
obtendremos el producto del
area del paralelogramo
formado por los dos primeros Wy
por la componente |
perpendicular  del  tercero Viu /
respecto al plano formado por >
los dos primeros. Eso es igual

al area de la base por la altura,
es decir, el volumen del paralelepipedo formado por los tres vectores:

u

UAVAW=UY W,

De ahi el nombre que le dio Grassmann: producto exterior ya que siempre da como
resultado un aumento de dimension geométrica respecto a la dimension geométrica del
recinto anterior. El titulo de su obra Die Ausdehnungslehre fue traducido muy
acertadamente al espafiol como Teoria de la extension®.

Actualmente, el producto exterior estd incluido en todos los programas docentes
de matematicas superiores. No me explayaré pues con ¢l. Solo deseo apuntar las
principales propiedades y destacar los aspectos conceptuales que son muy importantes y
que necesitaremos mas adelante.

Veamos mas propiedades. El producto exterior de un ntmero de vectores
superior a la dimensién del espacio al que pertenecen es nulo. Es un resultado trivial
porque si hay maés vectores que la dimension de su espacio’ quiere decir que son
linealmente dependientes. El producto exterior de un numero de vectores igual a la

dimensién del espacio al que pertenecen sélo tiene una componente (pues C, =1) y

pertenece a un subespacio del algebra geométrica de dimension 1 cuya base es el
elemento de hipervolumen:

vl/\u-/\vn:det(vl,-n,vn)elz,,,n = v, v, €l n=dimkE,

% Véase Hermann Grassmann, Teoria de la extension, traduccion de Die Ausdehnungslehre al espafiol por
Emilio Oscar Roxin, Coleccion Historia y Filosofia de la Ciencia dirigida por Julio Rey Pastor, Espasa
Calpe Argentina (Buenos Aires, 1947).

3 Justamente la dimension de un espacio es el méximo niimero de vectores linealmente independientes
que podemos encontrar en €l.
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Se define el determinante de la matriz formada por las componentes de estos vectores
como el valor escalar de este producto exterior.

En la pagina 1 y 2 del libro se explico rapidamente el concepto de elementos
homogéneos, de grado y la dimension de cada subespacio y de toda el algebra
geométrica. Vamos a explicarlo de nuevo. Sea {u,} una base de vectores de E, .
Entonces todos los posibles productos de dos vectores forman un espacio de elementos
homogéneos de grado 2 cuya base es {ui /\uj} con j>i puesto que u, Au, =0y

U, AU, =—U; AU,

n n

n n
V/\w:Zviui /\ijuj :ZZ(Vin —vjw,.)u,. AU
i=1 j=1

i=l j>i

El nimero de elementos de esta base es el nimero combinatorio C; que es la

dimension del espacio de bivectores que generan. Si consideramos los productos de tres
vectores, éstos son elementos homogéneos de grado 3 y su espacio tiene por base
{ui AU, /\uk} con k> j>i. El nimero de elementos distintos de esta base es el

numero combinatorio C;, que es la dimension del espacio de trivectores que generan.

La dimension del algebra geométrica es la suma de las dimensiones de los espacios de
elementos homogéneos de todos los grados:

dimCI(E,)=> C/' =2
i=1
y por la conocida férmula de combinatoria vemos que es igual a 2" .

Definicion de determinante

Como hemos dicho, los productos exteriores de un numero de vectores
{vl, ---vn} igual a la dimension del espacio generador E, forman un subespacio de

dimensién 1 cuya base es {ul AU, /\-‘-/\un} ya que C; =1. Hemos definido el

determinante det(vl , ---vn) de la matriz formada por las componentes de estos vectores
como el valor escalar de este producto. Para una matriz cuadrada s6lo hay una tnica
combinacion (salvo un factor) de productos de coeficientes que sea antisimétrica
(ademas de distributiva). Para que un producto de filas o columnas de una matriz
cuadrada sea antisimétrico deben necesariamente tomarse una combinacion de
productos de sus elementos en que en cada producto no se repita la fila ni la columna,
pues si asi fuera, por intercambio no seria antisimétrica. Por otro lado, podemos tomar
la suma de todos los posibles productos pero esta seria simétrica. Por lo tanto hay que
multiplicar cada producto por el signo de la permutacion de elementos y asi se consigue
un producto antisimétrico. Por ejemplo:

02
det =
c d

a b
c d

‘zad—bc
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a b c
d e fl=aei-bdi+cdh—afh+bfg—-ceg
g h i

Cada vez que permutamos elementos de dos filas (o columnas) el término cambia de
signo. En general, pues un determinante de un conjunto de vectores es la combinacion
lineal totalmente antisimétrica (la suma alternada) de los productos de sus componentes.
Sea ¢ =[0,0,,+-0,] cualquier permutacion de [, 2,---n] entonces:

a;; 4 o 4y,
a a e a
21 2 2n
det(a, )= =Y, a,, a,, selo)
ce e e e A
anl anZ ann

donde S, es el grupo de permutaciones ysgn(a) es el signo de la permutacion o, que

es igual a +1 si la permutacion es par (el nimero de transposiciones es par) o igual a —1
si la permutacion es impar (nimero de transposiciones impar).

Las propiedades de los determinantes son sobradamente conocidas para
cualquier estudiante de bachillerato o universidad por lo que no me extenderé en ellas.
En todo caso, la mayoria se entienden mucho mejor al considerar un determinante como
un producto exterior. Como ejemplo, si multiplicamos todos los elementos de una
matriz M de dimensidon n xn por un escalar 4, su determinante queda multiplicado por

k" . Esto se entiende perfectamente a través del producto exterior:

kmy, - kmy,
det(kM)=| --- - - |=hm A-Akm, =k"m A Am, =k" detM
km

nl nn

Componentes del producto exterior y syzygies
Si multiplicamos exteriormente menos vectores que la dimension del espacio al
que pertenecen obtenemos un producto exterior que tiene mas de una componente. Es

trivial ver que estas componentes son los menores de la matriz. Por ejemplo si los
vectores:

u =2e —3e,+2e,
v =3¢, +5e, +4e,—Te,
w=e, +3e, —4e,

los ordenamos en una matriz:
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u 2 0 -3 2
v|=[3 5 4 -7
w 1 3 0 -4

. 4
entonces sus menores son las componentes del producto exterior

2 0 2 -3 2 2 0 -3 0 2
UNV = 531/\62+3 N I eZ/\e3+5 _762/\64
-3
+ 4 _763/\64=10€1/\€2+17€1/\€3—20€1/\€4+15€2/\63—1062/\€4+13€3/\e4

Y si continuamos multiplicando:

2 0 -3 2.0 2
unvaw=13 5 4le rne,rne;+3 5 =T rne, e,
1 3 0 1 3 -4
2 -3 2 0 -3 2
+3 4 =T re;ne, +|5 4 =T, ne; Ae,
1 0 -4 3 0 -4

=-36¢ Ae, ne,+10e Ae, ne, —55¢e Ane, ne,—2le, ne; ne,

Las componentes de un producto exterior en general no son independientes, es
decir, en general para las matrices de unas dimensiones dadas existen relaciones de
dependencia funcional entre sus menores del mismo orden. Hongbo Li’ es quien mejor
ha estudiado sus relaciones de dependencia lineal, los syzygies®. En el método de los
orlados, para calcular el rango de una matriz (nimero de filas o columnas linealmente
independientes) s6lo se examinan los determinantes de orden k+1 que se obtienen
orlando un menor no nulo de orden k&, que si son funcionalmente independientes,
aunque todos los menores de orden k£ +1 no lo sean. La dependencia funcional significa
dependencia lineal de los diferenciales y vamos a ver un ejemplo. Calculemos el
producto exterior de dos vectores de cuatro componentes:

VAW= (voeo +tve tv,e, tve, )/\ (woeo +we +w,e, + W3€3)

* Logicamente el orden de los vectores de base en cada producto exterior tiene que coincidir con el orden
de las columnas.
> Véase Hongobo Li, Invariant Algebras and Geometric Reasoning, World Scientific (Singapore, 2008).

6 Un syzygy es un polinomio de invariantes que se iguala a cero cuando se expande en forma de
coordenadas.
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% % VO V2 A% V3
=e, ne +e, ne, +e, Ae, +
W 1 W 2 o Wi
vV, v, v, Vs
+e Ae, +e Ae; +e, e,
W w, W W, W, W

Diferenciemos todas las componentes:

Vo
0 1

d =dv, w, +v, dw, —dv, w, —v, dw,
Wo W
Vo V2

d =dv, w, +v, dw, —dv, w, —v, dw,
Wo W,
Vo V3

d =dv, w; +v, dw, —dv, w, —v, dw,
Wo W3
Vi

d =dv, w, +v, dw, —dv, w, —v, dw,
ww,
Vi Vs

d =dv, wy +v, dw, —dv, w, —v; dw,
Wi W
v, v

d =dv, wy +v, dw, —dv, w, —v, dw,
w, W,

Construyamos la matriz de los diferenciales:

dv, dv, dv, dv, dw, dw, dw, dw,
w —-w, 0 0 -v, v 0 O
wy 0 -w, 0 -v, 0 vy, O
w, 0 0 -w, —-v; 0 0 v
0O w, -w 0 0O -v, v, 0

0w O -w 0 -v; 0 v

0 0 w, —-w, 0 0 -v; v,

Pues bien, esta matriz tiene rango 5, es decir so6lo hay 5 diferenciales de
determinantes que sean independientes. Por lo tanto hay una relacioén funcional entre los
seis determinantes (un syzygy'), que se puede encontrar multiplicando parejas de
determinantes:

" Hongbo Li, ibidem, p. 14.
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Vo o Vi[|Y2 Vsl (Yo V21 V3 Vo Vi[|Vi V2

=0

Wo Wi [Wy Wi Wy W, |W Wi W, W |W W,

Al no ser independientes las 6 componentes del producto exterior, un elemento
homogéneo cualquiera de grado 2 no puede ser en general un producto exterior de dos
vectores, es decir un blade®.

El producto exterior de elementos homogéneos de cualquier grado

Ha quedado claro como es el producto exterior de varios vectores. Sin embargo
debemos plantearnos como se multiplican exteriormente elementos homogéneos de
grado mayor que 1, que no son vectores sino productos exteriores de vectores. Puesto
que en cada permutacion de dos vectores cambia el signo del producto exterior, al
multiplicar exteriormente un vector por un bivector el signo no cambia si los
permutamos como facilmente se ve:

b=unv u,v, we £
DAW=UAVAW=WAUAV=WAD

El producto exterior pues conmuta o anticonmuta segin los grados de los dos
factores. La generalizacion del resultado anterior es bien conocida’:

b, ac,=(=1)"¢, b, b, e \'E c,enE

donde k£ y / son (como se indica) los grados de los dos elementos homogéneos.

El producto exterior de diferenciales

Los diferenciales de las funciones forman un espacio vectorial cuya base son los
diferenciales de las coordenadas {dx, dy,dz, c dt}. Este espacio vectorial genera un
algebra geométrica de diferenciales formada por las combinaciones lineales de todos sus
productos exteriores. En esta algebra geométrica podemos calcular, mediante producto
exterior, las formulas de transformacion de Lorentz para el elemento de superficie y de
volumen. La transformacion para el elemento de longitud es:

¥ En David Hestenes, Garret Sobzyck, Clifford Algebra to Geometric Calculus. A Unified Language for
Mathematics and Physics, Reidel (Dordrecht, 1984) p. 4 leemos (traduzco del original inglés): “La
relacion multiplicativa de vectores hacia r-vectores se especifica asumiendo que, para cualquier entero
r>0, un r-vector puede ser expresado como suma de r-blades. Un multivector 4, se le llama un r-blade o
r-vector simple si'y s6lo si puede ser factorizado en un producto de r vectores anticonmutativos ay, a,, -
a, estoes: A, =a,a, ---a, donde a;ap =-aa; para T k=L2,ry j#k.”

? P. Lounesto, Clifford Algebras and Spinors, Cambridge University Press (Cambridge, 1997), p. 43.
Véase también L. Dorst, D. Fontijne, S. Mann, Geometric Algebra for Computer Science, Morgan
Kaufmann (Amsterdam, 2007) p. 51.
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dt,+de'
' ! 2
de =BV A gy de=de dif=——C
& &
1-—- 1———
C2 C2

Mediante el producto exterior encontramos la transformacion de Lorentz para el
elemento de superficie:

dz' ndx' =V dt' ndz'

VZ
I_CT

dy ndz =dy' AdZ' dz ndx =

dx'ndy'+V dt' ndy'

dxndy = dt ndx =dt' Adx'
r
CZ
V Vv
dt' Ndy'+ — dx" Ndy' dt' Ndz' —— dz' ndx'
dt ndy = < dt ndz = <
VZ VZ
1——- 1-—-
c c

Y observamos que es idéntica a la transformacion de Lorentz del campo
electromagnético, es decir, corresponde a la transformacion del bivector de area
espacio-temporal

dA=dyndze,; +dzndx e, +dxndye, +cdt ndx ey +cdt Ady ey, +cdt Adz e,
cuyo modulo es invariante:

|dA (= |a?A|2 =(dy Adz)’ +(dz ndx) +(dx ~ndy) —c* (dt ndx)’ —c* (dt ndy) —c* (dt Adz)

ya que:
(dx Ady) —c*(dt ndy) =(dx' ndy') —c*(dt' ndy')
y (dz ndx) —=c*(dt ndz) = (dz' ndx') = (dt' Adz')
Calculemos la transformacion de Lorentz para el elemento de volumen:
dx' ndy' Adz'+V dt' ndy' A dz'
v

2
C

dxndy ndz =
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dt' ndy' ndz +12dx'/\ dy' ndz'
c

dt ndy ndz =
V2

1-7

c2

dt ndz ndx=dt' Adz' Adx’ dt ndxndy=dt' ndx'Ady'
con lo que vemos que el trivector de volumen tetradimensional:

dV =dxndyndz e, +cdt Ady ndz ey, +cdt Adzndx ey, +cdt Adx Ady e,

se transforma igual como un vector de espacio-tiempo.
Igualmente, el producto exterior nos permite calcular los elementos de linea,
superficie y volumen para un cambio de coordenadas. Por ejemplo, diferenciando las

coordenadas esféricas (figura 4.2):
y

. ol .
x=rsinfcos@ -
y =rsindsin @

z=rcosd

obtenemos: // ________ !
dx =sin@cos@ dr+rcosfcosp df —rsinfsing do Figura 4.2

dy =sin@sin@ dr+rcos@sinp df +rsinfcose do
dz =cos@ dr—rsinf dd

El elemento de linea en el espacio euclideo es:
dl=dxe +dye,+dze,

Tomando cuadrados y sumando obtenemos el cuadrado del diferencial de longitud en
coordenadas esféricas:

dl’ =dx* +dy* +dz* =dr’ +r’d0”* +r’sin” 0 dop*
por lo que el elemento de linea en coordenadas esféricas es:
dl=dre +rdbe,+rsmnbdpe,
Los productos exteriores de los diferenciales de las coordenadas cartesianas son:

dxndy =rsin> @ dr ndp+r*sinfcosf dO Adop
dy Adz =—rsing dr Ad@ —rsin@cos@cosp dr Adp +r>sin” @cosp dé A dg
dz Adx =rcose dr nd@—rsin@cos@sing dr ndp+r’sin” sing dO A dep
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y el elemento de superficie es:

dA=dx ndy e, +dy ndz e,; +dz ANdx ey,

Tomando cuadrados y sumando obtenemos el cuadrado del mddulo del diferencial de
area en coordenadas esféricas:

|dA|2 =(dx Ady)’ +(dy ~ndz) +(dz A dx)

=r*(dr ndO) +r*sin® 0 (dr nde)’ +r*sin® 8(dO A dop)’
de donde se sigue la expresion bivectorial del elemento de superficie:

dA=rdrndfe,+rsin@drnadpe,, +r’sindddndpe,,

que también podia haberse obtenido mediante productos exteriores de las componentes
del elemento de linea en coordenadas esféricas:

dA=dre nrdOe,+dre nrsinf@dpe,+rdbe, nrsinfdpe,

Que las coordenadas esféricas son ortogonales se manifiesta en el hecho que no
aparecen términos cruzados en el cuadrado del diferencial de longitud y puede deducirse
de la ortogonalidad de los vectores unitarios a partir del cambio inverso:

z
r=yx’+y° +2° 0 = arccos————— ¢ = arctan 2 + ()
JXT+y? 427 X

xdx+ydy+zdz xzdx+yzdy—(x2+y2)dz
dr = do =
X*+yi+z° (x2 +y? + 22 NxP +y?
—ydx+xdy
dp=———"5—
X4y

Tomando componentes en la base {dx, dy, dz} se obtienen los vectores que tienen las

direcciones de los diferenciales. Toméandolos de modulo unidad se llega a los vectores
ortonormales de las coordenadas esféricas:

(x, v, z) (x z,yz,— (x2 + y2 )) (— ¥, X, 0)

e =——< e, = e =

' m \/(x2+y2+zz)(x2+y2) Y W

—p - —p - — 2 _ 52,2
ee,=¢ye,=e e, =0 e, =e, =e, =1
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Resulta interesante ver también, a partir de las coordenadas esféricas, que las
coordenadas cartesianas son ortogonales. Tomando las componentes de los diferenciales
de x, yy z en la base {dr, rd@,rsinf d(p} obtenemos:

e = (sin 6 cos ¢, cos @ cos p, —sin (p) e, = (sin @sin @, cos sin @, cos (p)
e, =(cos@, —sin 6, 0)
lo que nos permite comprobar su ortogonalidad:

e e, =e‘e=e,"e=0

La diferencial exterior

Una forma diferencial es una combinacion lineal homogénea de diferenciales o
de sus productos exteriores. Por lo tanto, una forma diferencial es un elemento
homogéneo del algebra geométrica de diferenciales. El grado de una forma diferencial
es el numero de diferenciales presentes en cada producto exterior. Es un concepto
equivalente al grado de un elemento homogéneo del algebra geométrica. Por ejemplo:

o=xydirndyndz+x’dyndzndt+zx ydzadxndy+zy dx ndy Adt

es una forma diferencial de grado 3.
Se define el operador diferencial d como:

d :ﬁdx+idy+gdz
Ox oy 0z

Cuando el operador diferencial d actiia exteriormente sobre una forma
diferencial se le llama diferencial exterior. Al aplicarla sobre una funcion es la
diferencial corriente y resulta en una forma de grado 1:

dnf :df:gdx+gdy+gdz
ox oy oz
Por ejemplo si f(x,y)=2x"+3xy entonces:

dnf :df=(4x+3y)dx+3x dy

Para calcular la diferencial exterior de una forma diferencial hay que realizar el
producto exterior de los diferenciales de los coeficientes por los diferenciales existentes
siendo el convenio que los diferenciales de los coeficientes se ubican delante del resto

de diferenciales'’. Por ejemplo:

dro=2xdcndy ndz Adt+ )’ dZ/\dX/\dy/\dt=(2x+y3)dx/\dy/\d2/\dt

19 Véase Henri Cartan, Formas diferenciales, ed. Omega (Barcelona, 1972) p. 33.
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La diferencial de un producto exterior de una forma @, de grado k y otra forma

n, de grado / logicamente cumple:
d/\(a)k Aﬂl):(d/\a’k)/\ﬂl +(_1)ka)k /\(d/\771)

puesto que en el segundo término se ha cambiado el orden del operador diferencial d,
que es de grado 1, y de la forma o, .

Una forma diferencial se llama exacta si existe su integral, es decir, es la
diferencial de otra forma. Por ejemplo:

2

n=ydx+xdy+zdz=d né& = §:xy+%+C

donde C es una constante de integracion.
Una forma diferencial se llama cerrada si su diferencial es nula:

dan=dyrndx+dxndy+dzndz=0

La doble aplicacién de la diferencial exterior a cualquier forma diferencial da un
resultado nulo, lo que es obvio puesto que estamos multiplicando exteriormente el
operador diferencial por si mismo. Aplicado al ejemplo anterior:

dan=drdré&=0

Es decir, toda forma diferencial exacta es cerrada''. El enunciado inverso, que
toda forma diferencial cerrada es exacta (lema de Poincaré), es valido si las formas
estan definidas sobre un conjunto abierto con forma de estrella'® y es un método
habitual para determinar cuando una forma diferencial es exacta. Por ejemplo,
investiguemos si es integrable la forma ¢ :

C=2xy’zdxrndy—xzdendz—x"y*dy ndz
mirando si se anula su diferencial:
d¢ =2xy*dzndx ndy—2xy*dxndy ndz=0

Luego existe su integral y tal que dy =¢ . Integremos por separado los términos
respecto cada una de las variables:

3

J.nyzzdmdyéxzyzz dy J.(—zxyzz)dyAdx;—z’CSy 2 dx

' Se llega a este resultado por la igualdad de las segundas derivadas parciales cruzadas (teorema de
Schwarz).
"2 Lema de Poincaré. Véase M. Spivak, Cdlculo en variedades, ed. Reverté (Barcelona, 1982) p. 86.
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* 2 2
(—xz)dx/\dzz—%dz szdZAdexz dx
° X3

(—xzyz)dy/\dzz— 3ydz szydeAdy;xzyzzdy

donde el simbolo = indica que estoy omitiendo las constantes de integracion, que en

. . . -, 13 , .
este caso son funciones de la variable que no se integra. La unién ~ de estos términos
nos da 2y , ya que cada término se ha integrado dos veces, por lo que ¥ puede ser, en

principio:

3 2 2.2 2 2.3
xXy'z xz X yz Xz X
v =| - rZz, de+ 22 dy+| ———- Y \dz
3 4 2 4 6
donde nuevamente = indica que hemos omitido, de momento, las constantes de
integracion. Puesto que toda forma diferencial de primer grado que sea exacta es
cerrada:

z=gdx+gdy+gdz = dy=0
Ox oy oz

el papel de la constante de integracion para y lo juega cualquier forma diferencial de
primer grado. Asi pues, tendremos que la integral de ¢ serd en general:

3 2 2.2 2 2.3
P A O SO/ DY O S0 A A PO DR S 20 A/ 8
3 4  Ox 2 oy 4 6 0z

donde f (x, y,z) es una funcion real arbitraria que no puede determinarse. Por ejemplo
supongamos que:

xyz
6

fley,2)=

Entonces tendriamos:

2 2
dx+x>y*zdy —foZa’z

XZ
W:

Cambios de variable

Supongamos que las variables x; dependen del mismo niimero de variables y,:

13 Es decir, aquellos términos que sean iguales sélo se cuentan una vez.
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xi(yl"'yn) I<i<n

Las variables x; son funcionalmente independientes si sus diferenciales son linealmente
independientes y su producto exterior es no nulo:

ox;

dx, nondx, 20 = det(a—jdyl/\~-~/\dyn¢0

J

lo que implica que el llamado jacobiano, el determinante de las derivadas parciales, sea
no nulo:

ox, Ox,
det] = | == 20
Y, ,;
En este caso el cambio de variables serd no degenerado. Podemos aplicar este cambio
de variables a una integral:

OX,
J‘f(xl’.“"xn)dxl /\.“/\d‘xn :-[f'(xl(yi)’.“’xn(yi))ayi dyl /\/\dyn

J

Para cambios de variable en elementos de linea, de superficie, de volumen en
cualquier integral vectorial que impliquen mas de un jacobiano, se deberan aplicar en
general las reglas algebraicas del producto exterior.

Integracion en el problema de los NV cuerpos

El problema clasico de los tres cuerpos habia sido ya resuelto para algunas
configuraciones especiales como la de Lagrange y Euler, de las cuales Hestenes da una
amena explicacion'*. En 2007 ya publiqué" la solucion general del problema de los N
cuerpos. Vamos a recordarla brevemente. Sea un sistema de N cuerpos ubicados en las
posiciones X, con pesos m,. Entonces se cumple:

Z Zmimj()(i—)(j)2
2 2 i i
ZmiXi =G Zmi+ Zm,-

donde G = —“—=—— es el centro de masas.

' D. Hestenes, New Foundations for Classical Mechanics, 2n ed., Kluwer (N.Y. 2002) p. 400.

" Treatise of Plane Geometry through Geometric Algebra (2007), p. 248, aunque era conocedor de la
solucion desde el afio 1986. La edicion catalana Tractat de geometria plana mitjiancant [’algebra
geometrica (1996) ya contenia la solucion del problema de los tres cuerpos (ejercicio 8.3, p. 57 y 103).
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Supongamos un problema donde debamos integrar una funcion f (X 4‘/) que
depende de las coordenadas relativas X, = X, — X ;. Para integrar es necesario utilizar
un conjunto de X, linealmente independientes. Entonces, en la funcion f (X U) es
suficiente que sustituyamos las X, que sean linealmente dependientes por las
independientes utilizando sus ligaduras. Incluso podemos trabajar con una f (X g) que

solo dependa de coordenadas independientes que hemos escogido convenientemente. En
cualquier caso, vamos a tener tantas X, independientes como el numero de X, menos

uno, ya que hay que descontar G, el centro de masas. Un conjunto de X,
independientes puede ser X,, = X, - X, con j>1. El problema al integrar es que el

elemento de volumen viene dado por las coordenadas cartesianas y éstas no se
corresponden con las coordenadas relativas de las que depende la funcidn, lo que es un
grave problema de calculo:

-‘-Xm A-endX, /\f(le)

Nuestra hipotesis es que los elementos de volumen cartesiano y de las coordenadas
relativas independientes son idénticos, es decir:

dX, nondX,, NdG =dX, A AdX,

Vamos a demostrarlo. Veamos como es la sucesion de productos exteriores de los
diferenciales de las coordenadas relativas:

d(X, - X,)Ad(X, - X,)=dX, ndX, +dX, ndX, +dX, AdX,
dX, - X,)nd(X, - X,)rd(X, - X,)=
=dX, "dX, NdXy —dX, NdX; NdX , +dX; ANdX , ANdX | —dX, AdX | NdX,
d(X, - X,)nd(X, - X,)rd(X, - X,)rd(X, - X,)=
=dX, NdX, ndX;ndX, +dX, NdXy NdAX y ANdX s +dX ANdX y NdX s AdX
+dX, ANdX; ANdX | AdX, +dX ANdX, AdX, ANdX,

Es decir, un producto exterior de un niimero par de coordenadas relativas es igual a la
suma de los productos ciclicos de todas las coordenadas cartesianas menos una. Para un
nimero impar se obtiene la suma alternada de dichos productos. El hecho de que se trate
de diferenciales es indiferente, pues la igualdad se cumple también sin éstos. Ahora si
multiplicamos por el centro de masas obtenemos para tres cuerpos:
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mdX, + m,dX, + m,dX,

dX,, AdX,; AdG =(dX, ndX, +dX, ndX, +dX, AdX,)A
m, +m, +my

=dX, ndX, ndX,
Para cuatro cuerpos:
dX,, ndX,; ndX,, /\a’G:(Xm ~NdX, nNdXy —dX, ndXy ANdX  +dX AdX, AdX

m,dX, +m,dX, + mydX; + m,dX,

m, +m, +m; +m,

—dX, ndX, ndX,)A =dX, ndX, ndX, ndX,

Y asi sucesivamente. Se ve perfectamente que el hecho de que sea suma o suma
alternada se acopla perfectamente con el niumero de transposiciones necesarias para
ordenar los factores resultantes y poder simplificar. Asi pues el resultado general es que
el elemento de volumen n-dimensional es el producto exterior de n—1 coordenadas
relativas independientes y del centro de masas como habiamos supuesto.

Esta situacion aparece en mecanica cuantica. Normalmente para evaluar
cualquier magnitud 4 debemos integrar el resultado de aplicar su operador a la funcién
de onda v :

@@:jw*Ade

Pero muy a menudo y depende de las coordenadas relativas y no de las cartesianas, una
vez factorizada la funcion de onda traslacional i/, . Por ejemplo, para un sistema de tres
particulas:

4 :Wi(Xlzs Xn)'//z(G)

Si la magnitud 4 es invariante bajo una traslaciéon entonces, para obtener el valor
esperado de la magnitud, solo hara falta integrar para las coordenadas relativas:

<A>:jdX12 nNdX 5 v, *(X127X13)A ‘//(Xlzan)

lo cual no es a priori evidente.

Producto exterior versus producto geométrico

En el primer capitulo se definio el producto geométrico de dos elementos del
algebra geométrica como su producto matricial. Ahora hemos definido el producto
exterior de dos vectores como su producto antisimétrico. Cuando los vectores son
perpendiculares ambos productos coinciden. En el caso de que v y w sean dos vectores
cualesquiera, entonces se cumple:
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1
V/\w:E(vw—wv) vwwek
(Cual es la definicion para el producto exterior de tres vectores? Evidentemente:

1
u/\V/\w:g(uvw—uwv—vuw+ku—wvu+wuv) u,v,wek

donde cada producto tiene signo positivo si la permutacion es par y signo negativo si es
impar. En general se cumple que:

Vi At AV =l sgn(O')v V, v v,ek

n l’l' o1 03 Oy
oeS,

donde o representa las permutaciones del grupo de permutaciones S,. AlUn siendo

cierta y totalmente antisimétrica esta igualdad, no recomiendo utilizarla pues existe un

resultado més restrictivo, la propiedad permutativa'®:

1
u/\V/\w:—(uvw—wvu)
2
cumpliéndose también:
1
u/\vx\w:—u/\wxxv:z(ku—u wv):W/\u/\v:E(wu v—vuw)

Es decir la formula totalmente antisimétrica se obtiene como media de tres expresiones
algebraicas con el mismo valor.

Estas formulas solo valen para productos exteriores de vectores, es decir, de
elementos que pertenecen al espacio generador del algebra geométrica, y nos interesan
también los productos exteriores por elementos homogéneos de grado mayor que uno.
Es un resultado conocido'’ que:

n

V/\akzé[vak—i-(—l)kak v] vek a, e \'E,

Apliquémoslo al resultado anterior y obtenemos, afadiendo ¢ como factor por la
izquierda:

1
t/\u/\V/\w:Z[tuvw—twvu—uth+wvut]

' Treatise of Plane Geometry through Geometric Algebra (2007), p. 172.
7 D. Hestenes, G. Sobzyck, Clifford Algebra to Geometric Calculus. A Unified Language for
Mathematics and Physics. Reidel (Dordrecht, 1984) p. 4.
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en vez de las 24 permutaciones del producto geométrico que nos da la formula
totalmente antisimétrica. Por permutacion del producto exterior vemos que hay 6 sumas
de 4 términos con el mismo valor que es igual a cuatro veces el producto exterior.

Si anadimos w como factor por la derecha al producto u A v A w tenemos:

1
t/\u/\V/\w:Z[tuvw—vutw—wtuv+wvut]

y comparandolo con el resultado anterior nos damos cuenta de la igualdad:

twvutuvwit=vuitw+wituv

y de que propiamente debemos emparejar los términos:

tAuAVAw=%[(tuvw+wvut)—(twvu+uth)]

=%[(tuvw+wvut)—(vutw+wtuv)]

existiendo muchos pares de términos iguales, de acuerdo con la relacion anterior, pero
que no coinciden con el producto exterior. Cada par de términos estd formado por los
productos geométricos de los vectores en un orden determinado y en orden inverso.

Utilizando las propiedades anteriores podemos ir incrementando sucesivamente
los factores del producto exterior y escribirlos como suma de un nimero minimo de
productos geométricos.

El teorema de Rouché-Frobenius y la regla de Cramer

Una bella aplicacion del producto exterior es la demostracion de la regla de
Cramer. Consideremos cualquier sistema de »n ecuaciones con # incognitas:

a,x, + apx,+ - +a,x, =b
a,x,+ a,x,+ - +a,x, =b

nn-"n n

Para representar el sistema introducimos los vectores columna:

Ahora el sistema puede escribirse como:

XA +-+x,A, =B
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Es decir B debe ser una combinacion lineal de A, lo que implica que el sistema tiene
solucion si y solo si:

rango(A,;, B) = rango(Al.) (teorema de Rouché-Frobenius)

Multipliquemos exteriormente B por todos los vectores menos el primero:
BAA, A ANA, = (xlA1 Jr-~-+)ann)/\A2 A NA

=X A ANA, A NA
Todos los productos exteriores resultantes son nulos excepto el primero porque en todos
los demas hay un vector repetido. Como ya hemos visto, el producto exterior de n
vectores de n componentes es igual al determinante de los vectores por la unidad de
hipervolumen, y ésta tultima se simplifica en el cociente de ambos productos
geométricos:

. BAA, A AA, det(B,A,,---,A,)
b A ANA, A NA _det(Al,Az,n-,An)

Igualmente tenemos:

n

A ABAASAANA =X, A AA, A AA

N _det(A,B,A,,-,A,)
P det(A,A,,--,A,)

y en general:

X _det(Ala"'Ai—laB’Ama"'aAn)
a det(A,,A,, -, A,)

Es decir, en el determinante del numerador debe sustituirse la columna i-ésima de la
matriz de los coeficientes por los términos independientes (regla de Cramer).
Evidentemente, la regla de Cramer s6lo es aplicable si el denominador es no nulo, lo
que requiere que rango(A,,---,A ) =n, es decir que los vectores A,sean linealmente

independientes.

Ejercicios

4.1 Demuéstrese que los elementos de volumen n-dimensional de las coordenadas
cartesianas y relativas son idénticos mediante el jacobiano del cambio de variables:

dX , ndX s A--ndX,, ANdG =dX | A---AdX,



62 RAMON GONZALEZ CALVET

4.2 Demuéstrese para tres vectores cualesquiera u, v, w € E, la propiedad permutativa:
1
u/\V/\WZE(u vw—wvu)

4.3 Demuéstrese el conocido resultado de que un producto exterior de un vector por un
elemento homogéneo puede escribirse como semisuma o semidiferencia (segun el grado
del elemento homogéneo) de sus productos geométricos de acuerdo con:

V/\ak=l[vak+(—1)kak v] vekE a, e \'E,

n

4.4 Demuéstrese que no existe ningin syzygy que ligue las cuatro componentes de un
producto exterior de tres vectores de un espacio cuadridimensional, como el espacio-
tiempo. Demuéstrese también que cualquier elemento homogéneo de tercer grado en
esta dlgebra es siempre un blade, un producto exterior de tres vectores.

4.5 Demuéstrese que las tres componentes del momento angular L, L, y L.y del
momento temporal M _, My M_ de una particula no son independientes sino que

estan ligadas por una relacion. Encuéntrese esta relacion.

4.6 Demuéstrese que si i=e Ae, A---ne, es el elemento de hipervolumen

(pseudoescalar) del algebra geométrica de un espacio vectorial £, de dimension 7,

n+l .

entonces para cualquier vector v tenemos la regla de conmutacion vi = (— 1) iv.
4.7 Estudiar si es integrable la forma diferencial:
a)=(—32—12xy)dx/\dy/\dz+2y dx ndy A dt

y en caso de que lo sea calcular su integral.

4.8 Demostrar, utilizando el teorema de Schwarz sobre las derivadas cruzadas, que
dnadf =0.



