5.9.El camp gravitatori

Una massa pertorba tots els punts del seu voltergrgnt un camp gravitatori en cada
un d’aquests punts. Aquest camp és central i aifactve expressat per I'equacio
seguent:

. M .

g= —G.r_z.ur

2
on G és la constant de la gravitacié universal que Gat6,67-10™" Nm

distancia de la massa al punt (mesurada en meties3y, la massa que crea la gravetat
(mesurada en quilogramsiii és el vector unitari.

La gravetat és doncs una pertorbacié vectoria sé&ves unitats sén élgkg o m/s”.

EXEMPLE 4

Calculeu el valor del camp gravitatori creat pebpkta Terra just sobre els punts de
seva superficie. Dades: M = 5,99%4Kg, R = 6.379 km.

a

La gravetat que ens demanen és el modul, ja qudesnanen simplement el valor del
vector gravetat, és a dir:

M

- _ ~ M
E —Gr—zur Ja =Gr_2

M
:‘—Gr_2

Aleshores si calculem el valor del camp obtenim:

- M . 5,9910%
=G =66710 12227 _—gg1 M
9 r2 6.379.0002 AZ

EXEMPLE 5

Calculeu la gravetat a 2.000 km de la superficielaélerra. Preneu les dades de
I'exemple anterior.
1024
6 =G =66710™ 2 > =560 M/,
r (6.379.000 +2.000.000) s

Com podeu comprovar la gravetat terrestre no senar@,81 m/§, és a dir que com
meés ens allunyem del centre de la Terra, mendrvadae de la gravetat terrestre.

NOTA: Les distancies es mesuren sempre des del centlels planetes.

5.10.Addicié de camps gravitatoris.
Quan en una zona de I'espai hi ha més d’una meada, massa pertorba els punts del

seu voltant creant un camp gravitatori. Aixi dorosun punt de I'espai hi hauran els
efectes combinats de cada una de les masses gjueottant.
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Aixi doncs el camp gravitatori en un punt de I'asimla suma dels camps individuals,
és a dir:

O = z Ok
k=1

5.11.La llei de la gravitacié universal de Newton.

Tal i com ja hem comentat els efectes de la ~ ~
gravetat sobre una segona particula ve donada per g O, mp
la combinacié de la seva massa i de la graveta@ L O

el punt on es troba aquesta.

Suposem que la massa, esta situada en un punt de I'espai on hi ha unpcam
gravitatori g, creat per la massa;. Les dues masses estan separades una distancia
La forga que sentirén, val F,, =m,-g,. Analogament la massa, creara un camp on
estams, i m; setira una for¢a que valdfg, = m-g,

- _ - ml.m2
F12 =m,Qg, = -G 2

.ar

— _ — m2m1 -,
Fy =myg, =-G—3—1U

r

Els vectors unitaris compleixen la relacié seguent -u'.i per tan les dues forces

anteriors son iguals en valor i contraries en seldgxpressio general d’aquesta forca
s’anomendlei de la gravitacid universal de Newton

mm' _.
r? U

F=-G

5.12.L’energia potencial gravitatoria de dues particules

En ser la forca de la gravetﬁt= -G U, una for¢a conservativa, tindra associada

2
r
una funcio escalar anomenagtaergia potencial gravitatoriaAquesta energia potencial
esta relacionada an a través del seu treball, és agir = -w. .

F

Suposem gue dues masses amb vatorsn’ estan separades una distamgia

m If m
g, . O

m - dF m’
g S

per Roger Mauricio Grafo



Ara desplacenm’ fins el punt B que distes de m. El treball de la for¢ca de la gravetat
entre els punts Ai B val :

B — ;— B ) l-» — B 1 B 1
W. = ®Edr =[*-c M u.-dr = -Gmm' r—z-dr-cosooz— Gmm'- r—z-dr =
A A r

r2 A a

- Gmm' .[— }j:| =-Gmm' .(— 1 + ij
r g T,

Ta

En estar el treball entre A i B relacionat amb &egia potencial gravitatoria, tindrem:
W. =-AU=~-(U; -U,)

1 1} = -(U, -U,)= _G.m.m-{_lJrij _ g’ _(C m_m-j

W. = -Gmm {—— +— B Ta T M
rB rA
U, U, =G mm _(_ g.mm J
r.B r.A

Comparant terme a terme, ens queda que I'enertgagal gravitatoria és:

U=-gtm
r

EXEMPLE 6

Demostreu per a I'exemple anterior que I'equacidaimada de I'energia potencial
gravitatoria es dedueix a partir de l'equacido corte de l'energia potencial
gravitatoria.

AU=U, -U, = -GMM _ [- G.'V'T'm] =-GM, .m.(l - 1] - _(G.'V'Tj R .m{l _ 1J

i fo o To

1 1 1 1 R, - (R; +h) -h
= - Rzm - |=—=-m .Rz. - | ==-m .RZ. T N T = —-m- .Rz. -
o (RT+h RTJ J T(RT+h RT] J T[ RT-(RT+h)J 9 T(R$+h-RT]

Aleshores, sh << Ry tenim: AU = Lim m-g: b m-gh
R |1

T

EXEMPLE 7
Disparem verticalment des del nivell del mar unjectl de massam = 25 kg
observant que assoleix una altura de 150 m. Calcldevariacio d’energia potencial
gravitatoria que pateix el projectil en questio.

a) Usant I'equacio correcte de I'energia potencial gitatoria.

b) Usant I'equacié aproximada de I'energia potenciahgtatoria (mgh)
Dades: Merra= 5,99-16" kg i Rigrra= 6.379 km.

per Roger Mauricio Grafo
10



5.13.El potencial gravitatori

La forca gravitacional sobre una massa ve donad&apkei de la gravitacié universal,
. _gmmy
F= —G-m-ﬂF , podem escriure el camp gravitatori cng S G -c0
r m m r
Aixi doncs podem fer el mateix amb I'energia potehgravitatoria, si la dividim per la

massa d’'una de les dues particules:

P

_u

mm' m' U m' V_H
Uu=- —=m(—G—j:>—=—G—:> .
r m r v =-cgh

r

Aquest quocient entre I'energia potencial gravitatd la massa s’anomergotencial
gravitatori i la unitat que li correspon és [V]=1 J/kg.

En resum, una massa m genera en tots els putdspail dues pertorbacions (el camp
gravitatori i el potencial gravitatori) que depemtgnla distancia entre la massa i el punt,
I el valor de la massa.

E]

9=-G—U;

-
N

m
r

V=-G

5.14.Relacio entre el camp gravitatori i el potencial gavitatori

Suposem que en un punt de I'espai hi ha un camptai@i §. Qualsevol massa que
situem en aquest punt sentira els efectes del camp,dir sentird una forgg en el
mateix sentit deg. A causa de I'accio de la forcB la massa accelerara i per tant
adquirira energia cinética. Si inicialment la massdava aturada i tenint en compte que
la forca gravitacional sobre ella és una forca eoraiva, I'energia mecanica de la
massa es conservara. Per tant I'energia potenaitgtoria de la carrega haura de
disminuir. En conclusié, el potencial gravitatoisrdinueix en la direccio del camp
gravitatori.

_|F - Forga conservativa - E,, =cnt — AE,, =0
g=F _
AE.+AU=0 (AEC >0 en la direcci6 de E ; AU <Oj

AU=U; -U, =mV, -mV, =m(V, - V,) <0 - V, <V,

Ara bé podem relacionar el potencial i el camp iggéoris a través del treball de la
forca gravitacional.

dw. =Fdr| . _ L -
F = Fdr =-dU = mgdr =-mdV = —gdr =dV
dW. =—-dU
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Aquesta relacido ens ve a indicar que la diferem@apotencial gravitatori es pot
expressar com el producte escalar del camp grawnitgter un diferencial del
desplacament. Aquesta expressio és valida pereyalisituacio.

L'expressié se simplifica quan el camp gravitatsiconsidera practicament constant.
Es a dir:
g=cnt.= AV = -gAr

EXEMPLE 8

En una zona de I'espai existeix un camp practicarenstant i de valor g = 5,2 nils
Situem en el si del camp una massa de 25 kg, eaicul

a) La forca que actua sobre la massa en questio.

b) La variacié de I'energia potencial gravitatoria qumateix la massa en mourefs
una distancia de 11 m.

c) La velocitat que adquireix la massa si inicialmestava aturada.

5.15.Energia mecanica d’'un sistema lliure de particulepuntuals.

Imaginem que tenim un sistema de tres particulesegtan distribuides a I'atzar i que
es mouen per l'espai amb velocitats diferents. Atpge particules per causa de
I'atraccié gravitatoria matua, interactuen entre si

Anem ara a calcular I'energia mecanica associadastdma de particules. Segons ja
coneixeu I'enegia mecanica d’'un sistema de padscwe donat per la suma de les
energies individuals de cada particula

AE, =AE,, +AE, +AE,
Sabem que la variacié d’energia mecanica serant@mdlels treballs de les forces no
conservatives

AEmj = Z WFNC

Considerem doncs que tenim tres particules queocemamb velocitats;vv, i vs .
Aquestes masses sentiran I'accié de les forcestgraves que sén conservatives. Per
tant ens quedara:

AE,, =0AE, +AU, =0

AE,, =0E_, +AU, =0

AE,, =0AE_, +AU, =0
De cada una de les equacions anteriors traurem:

AE,, = -AU,
AE,, = -AU,
AE,_, = -AU,
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Per altra banda podem aplicar el teorema de lesganives. Si fem aixod ens quedara:
AE, =) Wp, = AE, =W, +W,

AE, =Y Wp, = AE, =W, +W,_
AE,; =) W, =AE; =W, +W,_

En ser el treball la integral de la forca per tatiterencial del desplacament, tindrem:
AE; = JlE21'dF1 + j'E31'dF1
AEcz = J-Flz'sz + J-F32'dF2
AE.; = IF13 dr, + szs dr,

AEC = I(le + FSl)dFl +_[(F12 + Fsz)drz +I(F13 + an)dé
Les forces que apareixen en el desenvolupamentlesdiorces gravitatories entre
particules (dos a dos), per tant son forces coasees. A més les forces compliran la
tercera llei de NewtoR, = - i el desenvolupament anterior ens quedara:

AE. = J-FlZ(dE - sz) + _[Fzs(sz - d??,) + J-Fsl'(dFs - dF:L)
En el diagrama s’aprecia millor cada un dels terdeebequacio anterior.
aF, 7

- r’”—\ dr,
N
o
P ~ ~
L P dr, dr,
; f
4 - - -’
L

dr,

~

7,
dr, dr,
Cada una de les integrals anteriors representesballl de la forca conservativa en la

direccidé que uneix dues de les carregues anteAgrgest treball €s precisament
I'energia potencial gravitatoria de dues masses.

AE. =-AU,, -AU,, —AU,,

Si passem tots els termes a I'altra banda ens caueda
AE. +AU, +AU,, + AU, =0
Que és exactament la variacio d’energia mecanica.
(Ec +U, U, +U13)f _(Ec +U, U, +U13)o =0
AE_ =0

En definitiva, 'energia mecanica d’un sistema ddipules és la suma de les energies
cinétiques i les energies potencials gravitatatesa dos

! veure el tema 9 dels apunts de fisica de priméatillerat.
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5.16.Les lleis de Kepler.

Entre els anys 1600 i 1620 Johanes Kepler va dddsiitres lleis fonamentals que
permeten explicar el moviment dels planetes abwbltlel Sol. La seva deducci6 va ser
totalment experimental a partir de les observacasteonomiques molt precises de la
trajectoria del planeta Mart. Les dades astronoesigeren anotacions de I'astronom
italia Ticho Brahe. Aixi doncs el moviment dels mites al voltant del Sol o dels
satél-lits al voltant d’'un planeta es resumeixetreslleis.

1. Tots els planetessétel-litg descriuen orbites el-liptigues amb el Sah(etg
situat en un dels focus de I'el-lipse.

Periheli \
(Perigeu)
‘/ a, Apoheli

(Apogeu)

2. La recta que uneix el planetsatel-li) i el Sol planetg escombra arees iguals
en temps iguals.

3. El quadrat del periode orbital el-liptic del planéatel-li) al voltant del Sol
(planetg és proporcional al cub del semieix de la trajeatel-liptica descrita.

T? = C(a}3
a_ +
(a) =2
2
Aquesta constant de proporcionalitat depén de lssande I'objecte central, mai de la
massa de I'objecte que gira. El seu valor de |staom é:C 2%

EXEMPLE 9

Determineu la massa del Sol si el periode de taalés d’'1 any i la distancia promig
entre la terra i el Sol és de 150.000.000 km.
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EXEMPLE 10

Calculeu el periode orbital de la lluna al voltade la Terra, mesurat en dies.
Dades: MEerra= 5,99164 kg, Drerra-LLuna= 384.000 km

5.17.L’energia mecanica dels cossos celestes.

Kepler només va poder observar una de les posdigliestories dels cossos celestes.
Realment hi ha més trajectories possibles. Toties @ertanyen a la familia de les
corbes coniques. Aixi doncs els diferents objecfes orbiten al voltant del Sol,

descriuen dos tipus d’orbites coniques, les trajext tancades i les trajectories obertes:

* Les trajectories tancadesSon les que descriuen els planetes, satel-ktiguns
cometes i asteroides. Hi ha dos tipus de trajextdiancades les que tenen forma
el-liptica i les que tenen formaircular. El Sol esta situat en un dels focus de
I'el-lipse i el periode orbital ve donat per lacema llei de Kepler. En ser els
problemes de mecanica celeste amb orbites eldggigomplicats de resoldre les
aniques trajectories tancades que estudiarem kerambites circulars.

P
|

Perheli ay en Apoheli
(Perigeo) (Apogeo)

» Trajectories obertesSon les que descriuen alguns cometes i asterditésteixen
dos tipus de trajectories obertes lésbites paraboliques i les orbites
hiperboliques. El Sol esta situat en el focus de la parabo&ladcipérbola.

Trajectoria hiperbdlica

Trajectoria parabolica

/
\.

N

\

Les trajectories descrites anteriorment son elltagste I'accié de la forga gravitacional
entre el Sol i els cossos celestes, que en seem@tiva fa que I'energia mecanica
d’aquests cossos es mantingui constant.

per Roger Mauricio Grafo
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En el quadre adjunt podeu veure el signe de I'éaergcanica en funcid del tipus de

trajectoria d’aquest cossos.
COSSOS TIPUS EXCENTIRCITAT ENE\RGIA
CELESTES D'ORBITA MECANICA
Planetes,| Orbita .
cometes i| el-liptica o 0< €= 1 (el-lipse En<O
) . e =0 (cercle)
asteroides| circular
Cometesi| Orbita _ _
asteroides| parabolica e=1 B =0
Cometesi| Orbita
asteroides| hiperbolica e>1 B> 0

5.18.Excentricitat de les orbites.

Una de les definicions matematiques de les corbesjues ve expressada en funcio de

la seva excentricitat.
Sigui una corba conica. La distancia des d'un fietsis a un punt de la corba és

proporcional a la distancia d’aquest mateix pulat @cta directriu. Aquesta constant de
proporcionalitat €s I'excentricitat

g

També en el cas de les coniques es compleix l#tagua

per Roger Mauricio Grafo
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EL-LIPSE

0<Dor<a

e:%:>0<e<1
a

PARABOLA

DOF — oo
a— +00

e= lim %:1

Dog — +o a
a — +oo

HIPERBOLA

DOF — oo
a—> +00

e= lim h>1

Dog — o a
a -+
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