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Per Roger Mauricio Grañó 1

-- La La circumfercircumferèènciancia
-- LL’’elel··lipselipse

Tema 12. Tema 12. 
LES CÒNIQUES TANCADESLES CÒNIQUES TANCADES

Per Roger Mauricio Grañó 2

Les Les còniquescòniques comcom a a seccionsseccions dd’’un conun con

ConsidereuConsidereu la la recta grecta g i la i la recta erecta e que que 
es tallen en el es tallen en el puntpunt VV. Si . Si femfem girar la girar la 
recta grecta g al al voltantvoltant de la de la recta erecta e es es 
genera una figura de genera una figura de revolucirevolucióó cònicacònica..

Recta gRecta gRecta eRecta e

PuntPunt VV

2
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DelsDels dos dos conscons invertitsinvertits comcom elsels de la de la 
figura figura definimdefinim: : La La generatriugeneratriu gg, , el el 
vvèèrtexrtex VV i i ll’’eixeix ee..
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DelsDels conscons anteriorsanteriors, , ss’’obtenenobtenen les les diferentsdiferents còniquescòniques no no degeneradesdegenerades
quanquan es fa es fa intersectarintersectar un un plapla ambamb elsels conscons generatsgenerats pelpel girgir de la recta g de la recta g 
sobre la recta e.sobre la recta e.

CòniquesCòniques no no degeneradesdegenerades

CÒNIQUES NO CÒNIQUES NO 
DEGENERADES. DEGENERADES. 
El El plapla no no passapassa
perper VV

CircumferCircumferèènciancia

QuanQuan el el plapla ééss
perpendicular a perpendicular a ll’’eixeix ee

ElEl··lipselipse

QuanQuan el el plapla talla talla 
ll’’eixeix e i la e i la 
generatriugeneratriu gg

HipHipèèrbolarbola

QuanQuan el el plapla ééss
paralparal··lellel a a ll’’eixeix

ParParààbolabola

QuanQuan el el plapla ééss
paralparal··lellel a la a la 
generatriugeneratriu
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La La circumfercircumferèènciancia
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EstudiEstudi sintsintèètictic de la de la circumfercircumferèènciancia

La La circumfercircumferèènciancia C C ééss la la corbacorba definida definida perper totstots elsels puntspunts geomgeomèètricstrics
del del plapla que equidisten dque equidisten d’’un un puntpunt fixfix O O anomenatanomenat centre. centre. PerPer definicidefinicióó
esciuremesciurem::

}r)O,P(d/RP{C 2 =∈=

OnOn r r ééss la la distdistàànciancia de de qualsevolqualsevol puntpunt de la de la circumfercircumferèènciancia al centre al centre 
O. r O. r ss’’anomenaanomena radiradi..

O

P

r
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ElementsElements de la de la circumfercircumferèènciancia

centrecentre

radiradi

didiààmetremetre

cordacorda

arcarc
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DD’’una recta respecte duna recta respecte d’’una una 
circumfercircumferèènciancia

O

r

O

r

Recta exteriorRecta exterior

d(s,O) > rd(s,O) > r

Recta interiorRecta interior

d(s,O) < rd(s,O) < r

s

s

s

Recta Recta tangenttangent

d(s,O) = rd(s,O) = r

O

r

PosicionsPosicions relativesrelatives

DD’’un un puntpunt respecte una respecte una 
circumfercircumferèènciancia

PuntPunt exteriorexterior

d(A,O) > rd(A,O) > r

A

O

r

PuntPunt tangenttangent

d(A,O) = rd(A,O) = r O

r
PuntPunt interiorinterior

d(A,O) < rd(A,O) < r

A

O

r
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CircumferCircumferèènciesncies interiorsinteriors

d(O,Od(O,O’’) < r) < r’’ -- rr

CircumferCircumferèènciesncies concconcèèntriquesntriques

d(O,Od(O,O’’) = 0) = 0

r

DD’’una una circumfercircumferèènciancia respecte una respecte una altraaltra circumfercircumferèènciancia

r’

CircumferCircumferèènciesncies
exteriorsexteriors

d(O,Od(O,O’’) > r + r) > r + r’’
r’

CircumferCircumferèènciesncies
tangentstangents exteriorsexteriors

d(O,Od(O,O’’) = r + r) = r + r’’

O O’

r

CircumferCircumferèènciesncies
tangentstangents interiorsinteriors

d(O,Od(O,O’’) =  r) =  r’’-- rr

O

O

O’

O’

O O’

O = O’
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EstudiEstudi analanalíítictic de la de la circumfercircumferèènciancia

EquaciEquacióó general de la general de la circumfercircumferèènciancia

SiguiSigui SR(Q,SR(Q,ii,,jj) un sistema de ) un sistema de referreferèènciancia del del plapla. . SiguiSigui la la 
circumfercircumferèènciancia ambamb centre centre OO((a,ba,b) i de ) i de radiradi rr. . 

A partir de la A partir de la definicidefinicióó anterior de la anterior de la circumfercircumferèènciancia d(P,O)=|PO|=r d(P,O)=|PO|=r 
obtenimobtenim ll’’equaciequacióó analanalíítica de la tica de la circumfercircumferèènciancia..

j

i

O(a,b)

P(x,y)

PC
r

Q(0,0)
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( ) ( ) ( ) ( ) 22222 rbyaxrbyaxr)O,P(d =−+−⇒=−+−⇒=

Si Si desenvolupemdesenvolupem ll’’equaciequacióó anterior anterior ensens quedarquedaràà::
( ) ( ) 22222222 rbby2yaax2xrbyax =+−++−⇒=−+−

ReordenantReordenant termes, termes, tindremtindrem::
( ) 0rbaby2ax2yx 22222 =−++−−+

Si Si femfem::

( )
0FEyDxyx

rbaF

b2E
a2D

22

222

=++++⇒






−+=
−=
−=

També podem obtenir el centre de la circumferència i el radi a partir 
dels paràmetres D, E i F

F4ED
2

1
r

E
2

1
b

D
2

1
a

22 −+=

−=

−=
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QuanQuan la la circumfercircumferèènciancia estestàà centrada en lcentrada en l’’origen de Q(0,0), la origen de Q(0,0), la sevaseva
equaciequacióó queda queda moltmolt simplificada. simplificada. 

( )
0ryx0FEyDxyx

rrbaF

0b2E
0a2D

0b;0a

22222

2222

=−+⇒=++++⇒










−=−+=
=−=
=−=
==

EquaciEquacióó redureduïïdada de la de la circumfercircumferèènciancia

j

i

P(x,y)

O=Q(0,0)

r
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PotPotèènciancia dd’’un un puntpunt respecte una respecte una circumfercircumferèènciancia

DefiniciDefinicióó

Sigui un punt A, una circumferència amb centre O i una recta s que 
passa per A i que talla la circumferència anterior. 

Definim potència de A respecte de la circumferència com:

A(xA(x’’,y,y’’))

O(a,b)O(a,b)

M

N

)N,A(d)·M,A(d)A(PotC =

Per Roger Mauricio Grañó 14

La La potpotèènciancia dd’’un un puntpunt respecte una respecte una circumfercircumferèènciancia no no depdepèènn de la de la 
recta que recta que seleccionemseleccionem pelpel ccààlcullcul..

LemaLema

DemostraciDemostracióó::

PrenguemPrenguem duesdues rectes rectes qualssevolqualssevol que que passinpassin perper A i que A i que tallintallin la la 
circumfercircumferèènciancia anterior.anterior.
Les rectes Les rectes anteriorsanteriors tallen la tallen la circumfercircumferèènciancia en M i N, i Men M i N, i M’’ i Ni N’’
respectivamentrespectivament..

A
M

N

N’
M’

ElsEls trianglestriangles AMNAMN’’ i i AMAM’’NN ssóónn seblantsseblants perper tenirtenir un un angleangle en en comcomúú. . 
Ara Ara aplicantaplicant el teorema de el teorema de ThalesThales tindremtindrem: : 

)A(Pot)M,A(d)·N,A(d)'N,A(d)·'M,A(d
)'N,A(d

)N,A(d

)M,A(d

)'M,A(d
C==⇒=
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TenintTenint en en comptecompte la la demostracidemostracióó anterior i anterior i perper simplificar el simplificar el ccààlcullcul de de 
la la PotPotCC(A(A) ) podempodem prendreprendre sempresempre la recta que la recta que passapassa perper A i O.A i O.

A(xA(x’’,y,y’’))
O(a,b)O(a,b)

22
C rd)rd)·(rd()N,A(d)·M,A(d)A(Pot −=+−==

dd rr

MM NN

PeròPerò dd ééss la la distdistàànciancia entre A i O.entre A i O.

( ) ( ) 22222
C rb'ya'xrd)A(Pot −−+−=−=

ÉÉss a a dirdir, , perper calcular calcular PotPotCC(A(A), ), prenguemprenguem la recta que la recta que prenguemprenguem, , 
sempresempre obtindremobtindrem el el mateixmateix resultatresultat..

( ) ( )22 b'ya'xd −+−=
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Important !

Si A és tangent a la circumferència ⇒ PotC(A) = 0

Si A és interior a la circumferència ⇒ PotC(A) < 0

Si A és exterior a la circumferència ⇒ PotC(A) > 0
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EixEix radical de radical de duesdues circumfercircumferèènciesncies

ÉÉss la recta, la recta, elsels puntspunts de la de la qualqual tenentenen potpotèènciesncies igualsiguals respecte cada respecte cada 
una de les una de les circumfercircumferèènciesncies..

A(x,y)

)A(Pot)A(Pot 'CC =

O’
O

Eix radical

Per Roger Mauricio Grañó 18

DeterminaciDeterminacióó de de ll’’eixeix radical de radical de duesdues circumfercircumferèènciesncies

PerPer trobartrobar ll’’equaciequacióó de de ll’’eixeix radical, radical, partirempartirem de la de la definicidefinicióó anterior.anterior.

( ) ( ) ( ) ( )

222222

2222222222

222222
'CC

'r'by'b2'ax'a2rbby2aax2

'r'by'b2y'ax'a2xrbby2yaax2x

'r'by'axrbyax

)A(Pot)A(Pot

−+−+−=−+−+−
−+−++−=−+−++−

−−+−=−−+−
=

A(x,y)

O’(a’,b’)
O(a,b)

Eix radical

r’
r

10

Per Roger Mauricio Grañó 19

ReordenantReordenant elsels termes:termes:

( ) ( ) ( ) 0r'r'bb'aayb'b2xa'a2 222222 =−+−+−+−−−

EnsEns quedarquedaràà ll’’equaciequacióó implimplíícita dcita d’’una recta que resulta ser la de una recta que resulta ser la de ll’’eixeix
radicalradical..

0SRyLx =++

222222 r'r'bb'aaS

)'bb(2R
)a'a(2L

−+−+−=
−−=

−=

AmbAmb::
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Centre radical de tres Centre radical de tres circumfercircumferèènciesncies..

AnomenemAnomenem centre radical de tres centre radical de tres circumfercircumferèènciesncies a un a un puntpunt del del plapla
que tque téé igual igual potpotèènciancia respecte les tres respecte les tres circumfercircumferèènciesncies..

Centre radicalCentre radical C1

C2

C3
Eix 12

Eix 13
Eix 23

SS’’obtobtéé fentfent la la interssecciintersseccióó de dos de dos delsdels tres tres eixoseixos radicalsradicals de les tres de les tres 
circumfercircumferèènciesncies..
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Considereu les circumferConsidereu les circumferèències de la figura:ncies de la figura:

1

1

1

2

2

2

a)a) Trobeu les equacions de Trobeu les equacions de 
les circumferles circumferèències.ncies.

b)b) Les interseccions de les Les interseccions de les 
circumfercircumferèències amb els ncies amb els 
eixos de coordenades.eixos de coordenades.

c)c) LL’’equaciequacióó de lde l’’eix radical de eix radical de 
les dues circumferles dues circumferèènciesncies

d)d) La potLa potèència de punt A ncia de punt A 
respecte la circumferrespecte la circumferèència ncia 
C1.C1.

A(1,3)

O1

O2

C2

C1

EXEMPLE 1EXEMPLE 1

LL’’elel··lipselipse
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EstudiEstudi sintsintèètictic de de ll’’elel··lipselipse

DefiniciDefinicióó::

LL’’elel··lipselipse ééss la la corbacorba del del plapla que la suma de la que la suma de la distdistàànciancia delsdels seusseus
puntspunts a dos a dos puntspunts fixosfixos del del plapla anomenatsanomenats focusfocus, , ééss constantconstant..

ElementsElements de de ll’’elel··lipselipse

Radi vector

Centre O de 
l’el·lipse

Eix focal o major

F2F1

E
ix

m
en

or
 

o 
se

cu
nd

ar
i

Vèrtex A Vèrtex A’

Vèrtex B

Vèrtex B’

P

}a2)P,F(d)P,F(d/RP{E 21
2 =+∈=
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ParParààmetresmetres de de ll’’elel··lipselipse

SemieixSemieix majormajor: OA = a: OA = a

SemieixSemieix menor: OB = bmenor: OB = b

DistDistàànciancia focal: Ffocal: F11FF22 = 2c= 2c

PerPer altraaltra banda:banda: a2)ca()ca(c2)'A,F(d)'A,F(d 21 =−+−+=+

B

O.

a

A’A

B’

b

2c

F1 F2

P

I I segonssegons la la definicidefinicióó dd’’elel··lipselipse: : a2)P,F(d)P,F(d 21 =+
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RelacionsRelacions mmèètriquestriques en en ll’’elel··lipselipse

PerPer a a tottot puntpunt de de ll’’elel··lipselipse es es compleixcompleix que d(Fque d(F11,P) + d(F,P) + d(F22,P) = 2a. ,P) = 2a. 
El El puntpunt en B en B pertanypertany a a ll’’elel··lipselipse i a i a mmééss es es compleixcompleix d(Fd(F11,B) = d(F,B) = d(F22,B). ,B). 
TenintTenint en en comptecompte aixòaixò, , tindremtindrem::

a)B,F(d)B,F(d
)B,F(d)B,F(d

a2)B,F(d)B,F(d
21

21

21 ==⇒




=
=+

B

O. A’A

B’

F1 F2

P

c

b
a

A A mmééss: : 222 cba +=

RelacionsRelacions mmèètriquestriques fonamentalsfonamentals::
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ExentricitatExentricitat::

ÉÉss un un parparààmetremetre adimensional que adimensional que permetpermet mesurar el mesurar el graugrau
dd’’aixafamentaixafament de de ll’’elel··lipselipse..

e = 0’963

e = 0’887

e = 0’817
e = 0
circumferèn
cia

e = 0’684

e = 0’279
e = 1
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LL’’excentricitatexcentricitat es calcula de la es calcula de la segsegüüentent manera:manera:
a

c
e =

En ser 0 En ser 0 ≤≤ c < a, c < a, aleshoresaleshores:: 1e0 <≤

B

O. A’A
F1 F2

c

b
a

Per Roger Mauricio Grañó 28

EstudiEstudi analanalíítictic de de ll’’elel··lipselipse

ConsideremConsiderem un sistema de un sistema de referreferèènciancia SR(Q,SR(Q,ii,,jj) i una ) i una elel··lipselipse ambamb
centre O sobre Q i centre O sobre Q i elsels focusfocus F1(F1(--c,0) i F2(+c,0).c,0) i F2(+c,0).

EquaciEquacióó redureduïïdada de de ll’’elel··lipselipse

O
F1(-c,0) F2(+c,0)

P
L’equació reduïda de l’el·lipse
s’obté a partir de la seva
definició:

( ) ( )
( ) ( ) 2222

2222

21
2

ycxa2ycx

a2ycxycx

}a2)P,F(d)P,F(d/RP{E

++−=+−

=++++−

=+∈=

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) 222

222

222222222

2222222

ycx·aacx

ycx·a4a4cx4

ycx·a4ycx2cxa4ycx2cx

ycx·a4ycxa4ycx

++=+

++−=−−

++−++++=+−+

++−+++=+−
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( )

)ca(ayax)ca(

)ac(ayax)ac(

yacaxca2xacxa2axc

)yccx2x(acxa2axc

ycx·aacx

22222222

22222222

22222222422

22222422

222

−=+−
−=−−

+++=++
+++=++

++=+

TenintTenint en en comptecompte que que 222 cab −=
222222 bayaxb =+

Que Que dividintdividint perper 22ba

1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+
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F1(a’,b’)

P(x,y) F2(c’,d’)

Q

( ) ( ) ( ) ( ) a2dycxby'ax

}a2)P,F(d)P,F(d/RP{E
2222

21
2

=−+−+−+−

⇒=+∈=

Les Les elel··lipseslipses no no tenentenen perquperquèè estar estar centradescentrades sobre sobre elsels eixoseixos de de 
coordenadescoordenades de manera que de manera que perper un un cascas general si general si apliquemapliquem la la definicidefinicióó
dd’’elel··lipselipse tindremtindrem::

PassantPassant una una arrelarrel a la a la dretadreta, , elevantelevant al al 
quadratquadrat i i simplificantsimplificant ll’’expressiexpressióó ensens
quedarquedaràà::

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

2222

2222

dycxa2by'ax

dycxa2by'ax






 −+−−=−+−

−+−−=−+−

EquaciEquacióó general de general de ll’’elel··lipselipse
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0))'c'd(a16A(x·'ca32AB2y·'da32AC2xy·BC2y·a·16Cx·a16B

y'·da32'da16y·a16x'c·a32'c·a16x·a16y·Cxy·BC2x·By·AC2x·AB2A

'dy'cx·a16y·Cxy·BC2x·By·AC2x·AB2A

'dy'cx·a4CyBxA

'dy'cx·a4y·'b'd2x·'a'c2a4'd'b'c'a

a4'dy'cx·a4y'd2'dyx'c2'cxy'b2'byx'a2'ax

a4'dy'cx·a4'dy'cx'by'ax

222222222222

222222222222222

222222

22

2222222

22222222222

2222222

=+−++++++−+−

−++−+=+++++

−+−=+++++

−+−−=++

−+−−=−+−+−−+−

+−+−−−++−+=−++−+

+−+−−−+−=−+−

ÉÉss a a dirdir que que ensens queda una queda una equaciequacióó de la forma :de la forma :

0KJyHxGxyFyEx 22 =+++++
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EXEMPLE 2EXEMPLE 2

ElsEls focusfocus dd’’una una elel··lipselipse estanestan situatssituats a a FF11(0,1), F(0,1), F22(2,0)(2,0). El . El semieixsemieix majormajor ééss

a = 5a = 5..

a)a) TrobeuTrobeu les les equacionsequacions de de ll’’eixeix majormajor i menor de i menor de ll’’elel··lipselipse i la i la posiciposicióó delsdels
puntspunts O, A, AO, A, A’’, B i B, B i B’’ . . 

b)b) TrobeuTrobeu ll’’excentricitatexcentricitat de de ll’’elel··lipselipse anterior.anterior.

c)c) CalculeuCalculeu ll’’equaciequacióó de de ll’’elel··lipselipse . . 
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P(x,y)

A(        ,        )

B (        ,        )

A’(       ,       )

B’(        ,        )

O(,)
F1

F2
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PROBLEMES DEL LLIBREPROBLEMES DEL LLIBRE

•• PgPg. 148.. 148. 1,2a,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,17,19,201,2a,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,17,19,20

•• PgPg. 149.. 149. 21,2221,22


