La derivada d’una funcio.

Taxa de variaci6 mitjana entre dos punts

Ampliem la grafica de la funcié anterior al voltant del punt A[a,f(a)].
Calculem la taxa de variacié mitjana entre x=a i x = a-+h.
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Definim la taxa de variacié mitjana com

TVM(AB) = TEE hrz—f(a) _ %

x=a

Fixeu-vos que com més petit sigui el valor d’h , més semblant sera la
TVM(A,B) al pendent de la recta tangent a la funci6 en el punt A.

Derivada d’una funci6 en un punt

Considereu la grafica d’una funcié qualsevol. Volem calcular el
pendent de la recta tangent a la grafica que passa pel punt A[a.f(a)].

&

Jt@)

—

Sabem que la recta en qiiesti6 tindra una equacié de la formay =MX+n]
onm =19 a.

Perd com trobem 1’equaci6 d’una recta si només coneixem un punt de
la recta?
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Definici6 de derivada d’una funci6 en un punt

La derivada d’una funcié f(x) en un punt x=a és el limit quan h tendeix
a zero de la TVM:

f(a)= tim M) _ df(x)
Ax—0  AX wa dx wa
Es a dir:
df(x) —f'(a)= lim f(a+h)—f(a) _lim f(a+h)—f(a) _lim f(a+h)—f(a)
dx |, h—0" h-0" h h—0 h

I evidentment f ’(a) coincideix amb el valor del pendent de la recta
tangent en el punt A[a,f(a)].

m = tga. =f'(a)

Ara ja podem escriure I’equacié de la recta tangent.

y=f(a)(x—a)+f(a)| 4




Calculeu I’equacio de la recta tangent a la funcié f(x)= Vx en el punt
A[2,(2)].

f(x) y=mx+n
| y= LI
2 242 2
/Q’,
2 X
ooy fxrh) =i Axeh=vx| o (xeh—dx)xeh s k)
f (X)‘Xzz - 'LILFOI h ‘X:Z ) !'IE[; h ‘x:z _le’ h-(M+ ‘/;) ‘x:Z
SO ) SN B DR I R I
moh{x+h+Vx ), "OVx+h+Vxl,, 24xh, 242

Exercici per nota

Trobeu la derivada de la funcio f(x)=tg x a partir de la definicio de
derivada.

Esadir f(x)=tg x = '(x) = Lir%w:...
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Taules de derivacio de funcions simples

Cada cop que haguem de calcular la derivada d’una funcio, hauriem de
calcular el limit anterior. Ara, per estalviar temps, és millor aprendre la
taula adjunta per aixi poder resoldre més rapidament qualsevol
problema de derivades.

:g; z f(nl?f (f)'(()x:) 1= ° (*) f(x)=arctg x = f'(x) = o
f(x)=x* = f'(x)=kx*"; VkeR f(x)=a* = f'(x)=a*Ina
f(x) =sinx = f'(x) = cos x f(x) = X = f'(x) = &*
e e 1 f(x) = Inx = f'(x) =
f(x)=tg x = f'(x) =1+ tg°x =——— X .
ﬁ°s Xl f(x) =log, x = f'(x) = ———
(*) f(x)=arcsinx = f'(x) = 1x Inb
1-x2 f(X):\/;:f'(x):zf
(*) f(x) =arccos x = f'(x) = -1 _ X
1-x

‘ Aquestes derivades son valides en tot el domini de les funcions indicades.

Regles de derivacio

-Sin X</ X2 —
Com es calcula la derivada de  f(x) = SSI:X#XX@(
—Jxe

Per calcular la derivada d’f(x) usarem les regles de derivacio.

+Inx ?
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Derivada de la suma de dues funcions

Regla 1

f(x) =f,(x) +f,(x) = f'(x) =" (x) + f," (x)
Demostracio:

f(x)=f(x)+f(x)= f'(x)= L@oW:
i [f,(x +h) + £, (x + h)] - [f,(x) + £,(x)]

h—0 h
tim [+ 0) = £,00)]+ [f(x + h) ~ f,(x)]

h—0

lim
h—-0

‘f(x):x2+x:f'(x):2x+1‘
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h
f1(x+hh)—f1(x) +lim fo(x + hh)_fZ(X) — £, () + f," (x)

h—0

Derivada d’una funci6 per una cosntant

Regla 2
1) = k,(0) = () =k, (x)
Demostracio:

(%) = ke, () = (x) = fim TR0 _ g KO R R

h—0

i k(wj - k.[”m Gy )~ ()
h—0 h h

h—0

h
j= f,"(x)
1(x) = 3% = f(x) = 3] |= ' (x) = 32x] = 6]
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Derivada del producte de dues funcions

Regla 3

f(x) = fi(x)fo(x) = £'(x) = ;" (x) F(X) + i (x) £, (X)
Demostracio:

1060 = a3 2 1 (x) = fim SO0 = (X))

h
lim fi(x +h)-f,(x +h)+ f,(x + h)f(x) - f;(x +h)f,(x)—f(x)f(x)

h—-0 h =
tim F10C D[R (4 0) 6 0]+ [fi(x + 1) = £O0Y(x)

h—0 h

i fE B e h) =6, 0] o i)~ fe0M(x)

h—0 h->0 h

h
lim f,(x + h)-lim [fo(x )1, (x)]
h—-0 h—0

! +fz(x)mw=f1'<x)<f2(x)+n(x)-fz'(x)

‘f(x) = sinx-cos x = f'(x) = [sin x}-cos x + sin x:|cos x} = cos? x — sin? x
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Derivada de la inversa d’una funcio

Regla 4

_ e m9(),
=500~ "™ "GP
Demostracio:

S R O
f(x):izf'(x):lim g(X+h) g(X) = lim g(x)—g(x+h) —
9(x) h->0 h n>0 hg(x + h)g(x)]

. 1 ag(x)—g(x+h) 1 ,
| . - =
lim o 00l lim = OOF [-g'(x)]
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Derivada de la divisio de funcions

Regla 5
K(X) _ o K'(x)-g(x) —k(x)-g'(x)
f(x)=——"=>f(X)=—"—"r"——————
P g =" E;
Demostracio:
|
f(x):%:f(x):k(x)[ﬁ = (Perlaregla 2):,f'(x)=k‘(x)-[$]+k(x)- $ =
x) =k (] [290 | 5150y - K X)9(x) —k(X)g'(x)
(Perla regla 3)= f'(x) =k (x)(g(x)J+k X)[[g(x)]z]:f (x)= [g(x)]z
Per Roger Mauricio Graiio 13

Derivada de la funci6 inversa o reciproca

Regla 7
1
X)) =
160 = w700
Demostracio:
oy o IO _de ot ot 1 g
=X = T a ax 7 ax _£:[f }(x)_f'(f’1(x))
df "
Demostrarem que la derivada de f(x)=arcsinx ~ és f'(x)= 11 —
-X
1 1 1 1 1

-1 _ : —1 _ _ _ _ _
7(x) =arcsinx = [f }(X)— f(F(x)) _ cos(arcsinx) _ cos(y) sy e
f(x) =sinx = f'(x) = cosx
y =arcsinx

X =sin y Per Roger Mauricio Grafid 15

Derivada de la funcio composta. (La regla de la cadena)

Regla 6
f(x)=k(g(x)) = f'(x) =k'(9(x))-g'(x)
Demostracio:
df _ dik(g(x))] _ dk(g) dg(x) _ K(

10 =k(gx) = (1) = g = S BX = € B0

‘f(x) = sin(cos x) = f'(x) = cos(cos x)-(—sin x) = —sin x-cos(cos x)

| Exemple [{SERECREESUEE (

1 (2x)= X
24/x2 11 Vx? 11
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Exercici per nota

Trobeu la derivada de la funcio f(x)=arctg x a partir de la regla 7.
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