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Per Roger Mauricio Grañó

CCÀÀLCULLCUL
DEDE

PROBABILITATSPROBABILITATS

Per Roger Mauricio Grañó

Experiment aleatoriExperiment aleatori

DEFINICIDEFINICIÓÓ

Diem que un experiment Diem que un experiment éés aleatori si sota certes condicions especs aleatori si sota certes condicions especíífiques...fiques...

-- ...es pot obtenir m...es pot obtenir méés ds d’’un resultat possible en lun resultat possible en l’’experimentexperiment

-- ...coneixem a priori quins s...coneixem a priori quins sóón tots els possibles resultats de ln tots els possibles resultats de l’’experiment.experiment.

-- ..., per a cada realitzaci..., per a cada realitzacióó de lde l’’experiment, desconeixem a priori el resultat experiment, desconeixem a priori el resultat 
concret que sortirconcret que sortiràà dd’’entreentre tots els possibles.tots els possibles.

EXEMPLESEXEMPLES

LlanLlanççar un dau de 6 cares.ar un dau de 6 cares.

Escollir una carta a lEscollir una carta a l’’atzar.atzar.

Extreure una bola dExtreure una bola d’’una caixa que estuna caixa que estàà plena de boles de colors.plena de boles de colors.

Etc...Etc...
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Definicions prDefinicions prèèvies.vies.

--ExperiExperièènciancia: Conjunt d'experiments dels quals n'esperem un conjunt de : Conjunt d'experiments dels quals n'esperem un conjunt de 
resultats imprevisibles però esperats.resultats imprevisibles però esperats.

--ProvaProva:: RealitzaciRealitzacióó d'una experid'una experièència que ens conduirncia que ens conduiràà a un conjunt de a un conjunt de 
resultats aleatoris.resultats aleatoris.

--SuccSuccéés segurs segur: Conjunt de tots els resultats possibles d'una prova.: Conjunt de tots els resultats possibles d'una prova.

--SuccSuccéés elementals elemental:: SuccSuccéés que representa cada un dels resultats que es s que representa cada un dels resultats que es 
poden obtenir en una prova.poden obtenir en una prova.

--SuccSuccééss:: Qualsevol agrupaciQualsevol agrupacióó d'esdeveniments elementals.d'esdeveniments elementals.

--SuccSuccéés contraris contrari: : ÉÉs el conjunt de resultats que no inclou un conjunt de s el conjunt de resultats que no inclou un conjunt de 
resultats resultats 
considerats en un succconsiderats en un succéés.s.

--SuccSuccéés impossibles impossible:: Que no es pot produir mai.Que no es pot produir mai.
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Successos incompatiblesSuccessos incompatibles:: Successos que no es poden produir de forma Successos que no es poden produir de forma 
simultsimultàània. nia. 

UniUnióó de successosde successos:: Aquell succAquell succéés en el qual noms en el qual noméés ocorre com a ms ocorre com a míínim un nim un 
dels successos units.dels successos units.

Successos simultanisSuccessos simultanis: : Aquell succAquell succéés que engloba el conjunt s que engloba el conjunt 
dd’’esdeveniments que ocorren a la vegada.esdeveniments que ocorren a la vegada.

InclusiInclusióó de successosde successos: Diem que un succ: Diem que un succéés S ests S estàà inclòs dins d'un altre T si inclòs dins d'un altre T si 
quan passa S sempre passa Tquan passa S sempre passa T
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S S ⊂⊂ TT óó S S →→ TTInclusiInclusióó de successosde successos

S S ∩∩ T = T = ∅∅Successos incompatiblesSuccessos incompatibles

S S ∩∩ TT ∩∩ RRSuccessos simultanis Successos simultanis 

S S ∪∪ T T ∪∪ RRUniUnióó de successosde successos

∅∅SuccSuccéés impossibles impossible

SSSuccSuccéés contraris contrari

T, ST, S11, S, S22, A, B, C..., A, B, C...SuccSuccéés qualsevols qualsevol

{e{eii}}SuccSuccéés elementals elemental

EESuccSuccéés segurs segur

NomenclaturaNomenclatura
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S = {2,4,6} S = {2,4,6} ∪∪ {1,3,5}{1,3,5}-- Que surti parell o senarQue surti parell o senarUniUnióó de successos de successos 

S = {1,2,4,5}S = {1,2,4,5}-- Que no surti mQue no surti múúltiple de 3.ltiple de 3.SuccSuccéés contraris contrari

S = {2,4,6} S = {2,4,6} ∩∩ {1,3,5} = {1,3,5} = ∅∅
-- Que surti parell i senar a la Que surti parell i senar a la 
vegada.vegada.

Successos Successos 
incompatiblesincompatibles

SS11 = {2,4,6} = {2} = {2,4,6} = {2} ∪∪ {4} {4} ∪∪ {6}{6}

SS22 = {1,3,5} = {1} = {1,3,5} = {1} ∪∪ {3}  {3}  ∪∪ {5}{5}

SS33 = {1,2,3} = {1} = {1,2,3} = {1} ∪∪ {2}  {2}  ∪∪ {3}{3}

-- Que surti parell:Que surti parell:
-- Que surti senar:Que surti senar:
-- Que surti menor de 4:Que surti menor de 4:

SuccSuccéés:s:

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}Que surti 1, que surti 2,...Que surti 1, que surti 2,...
SuccSuccéés elemental: s elemental: ÉÉs s 
cada un dels possibles cada un dels possibles 
resultats.resultats.

E = {1,2,3,4,5,6}E = {1,2,3,4,5,6}
Que surti algun nombre de 1 a Que surti algun nombre de 1 a 
6 ambd6 ambdóós inclososs inclosos

SuccSuccéés segur:s segur:

LlanLlanççar el dau una vegada.ar el dau una vegada.Prova:Prova:

LlanLlanççar daus.ar daus.ExperiExperièència:ncia:

En llanEn llanççar un dau, hom espera una colar un dau, hom espera una col··leccileccióó de resultats possibles. de resultats possibles. 
Aleshores segons les definicions anteriors nosaltres parlem de:Aleshores segons les definicions anteriors nosaltres parlem de:

EXEMPLEEXEMPLE
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LLleis de leis de MorganMorgan: : 

Propietats de la relaciPropietats de la relacióó entre successosentre successos

1.

2.

3.

4.
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5. La uni5. La unióó i la interseccii la interseccióó de successos compleixen les propietats de successos compleixen les propietats 
associativa i commutativa.associativa i commutativa.

6. La intersecci6. La interseccióó de successos de successos éés distributiva respecte la unis distributiva respecte la unióó..

7. La uni7. La unióó de successos de successos éés distributiva respecte la interseccis distributiva respecte la interseccióó..

STTS

STTS

∩=∩
∪=∪ ( ) ( )

( ) ( ) PTSPTS

PTSPTS

∩∩=∩∩
∪∪=∪∪

( ) ( ) ( )PSTSPTS ∪∩∪=∩∪

( ) ( ) ( )PSTSPTS ∩∪∩=∪∩
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Fem N proves d'una experiFem N proves d'una experièència. Sigui S un succncia. Sigui S un succéés possible dins la prova. s possible dins la prova. 
Diem que la freqDiem que la freqüèüència relativa de S ncia relativa de S éés en nombre de vegades F(S) que ha s en nombre de vegades F(S) que ha 
succesucceïït S t S dd’’entreentre el conjunt de les N proves que hem fet. el conjunt de les N proves que hem fet. La freqLa freqüèüència ncia 
ss’’expressarexpressaràà com com f(S)f(S). . 

N
)S(f

)S(h =

Evidentment es complirEvidentment es compliràà que:que:

1.1.0 0 ≤≤ h(S) h(S) ≤≤ 11

2.2.h(E) = 1h(E) = 1

3.3.h(Sh(S∪∪T) = h(S) + h(T) si i nomT) = h(S) + h(T) si i noméés si S s si S ∩∩T = T = ∅∅.    .    (S i T successos incompatibles)(S i T successos incompatibles)

FreqFreqüèüència relativa dncia relativa d’’un succun succéés Ss S







==

∞→∞→ N
)S(f

lim)S(hlim)S(P
NN

La llei dels grans nombresLa llei dels grans nombres

Definició poc pràctica de probabilitat

Si N Si N →→ ∞∞ aleshores f(S) saleshores f(S) s’’estabilitza i tendeix a un valor P(S) constant que estabilitza i tendeix a un valor P(S) constant que 
anomenarem probabilitat del succanomenarem probabilitat del succéés  Ss  S..
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Siguin n successos incompatibles dos a dos Siguin n successos incompatibles dos a dos SS11,..., S,..., Snn tals que les seves tals que les seves 
probabilitats sprobabilitats sóón coincidents. P(Sn coincidents. P(S11)=...=P(S)=...=P(Snn). Aleshores es complir). Aleshores es compliràà que:que:

Si T Si T éés un succs un succéés format per la unis format per la unióó de de k successosk successos de de l'apartatl'apartat anterior. anterior. 
(T = (T = SS11 ∪∪ ... ... ∪∪SSkk).). Aleshores la probabilitat de T Aleshores la probabilitat de T s'escriurs'escriuràà com: com: 

DefiniciDefinicióó classicaclassica de probabilitat. La regla de de probabilitat. La regla de LaplaceLaplace. . 

que es coneix com que es coneix com regla de regla de LaplaceLaplace. ". "La probabilitat La probabilitat d'und'un succsuccéés s TT format format 
per successos equiprobables i incompatibles dos a dos per successos equiprobables i incompatibles dos a dos s'escrius'escriu com el com el 
quocient de casos favorables entre casos possiblesquocient de casos favorables entre casos possibles".".

possiblescasosdenombre

favorablescasosdenombre
)S(P j =

Enunciada per Enunciada per PierrePierre SimonSimon LaplaceLaplace (1749(1749--1827).1827).
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EXEMPLE DEXEMPLE D’’APLICACIAPLICACIÓÓ DE LA REGLA DE LAPLACEDE LA REGLA DE LAPLACE

Tenim tres caixes, Tenim tres caixes, A amb 79 boles blanques, 53 vermelles i 68 negresA amb 79 boles blanques, 53 vermelles i 68 negres, , B amb 157 B amb 157 
boles blanques, 106 vermelles i 137 negresboles blanques, 106 vermelles i 137 negres, i , i C amb 317 boles blanques, 212 C amb 317 boles blanques, 212 
vermelles i 271 negresvermelles i 271 negres. Si traiem una bola de cada caixa quina . Si traiem una bola de cada caixa quina éés la probabilitat que s la probabilitat que 
surti blanca en cada cas? Per a quina caixa surti blanca en cada cas? Per a quina caixa éés ms méés probable treure una bola blanca?s probable treure una bola blanca?

possiblescasosdenombre

favorablescasosdenombre
)B(P

LAPLACE DE REGLA
.jcaixaladenegrabolaunaTreure:N

.jcaixaladevermellabolaunaTreure:V
.jcaixaladeblancabolaunaTreure:B

j

j

j

j

=
39625,0

800
317

)B(P

3925,0
400
157

)B(P

395,0
200
79

)B(P

C

B

A

==

==

==

ÉÉs ms méés probable per la caixa C.s probable per la caixa C.
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AXIOMES DE LA AXIOMES DE LA 
PROBABILITATPROBABILITAT
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La regla de La regla de LaplaceLaplace presenta limitacions en la seva aplicacipresenta limitacions en la seva aplicacióó perquperquèè nomnoméés s 
es ves vààlida quan els successos elementals de llida quan els successos elementals de l’’espai mostral sespai mostral sóón n 
equiprobables.equiprobables.

La definiciLa definicióó axiomaxiomààtica necessita de la :tica necessita de la :

1.1. Teoria de conjunts. Teoria de conjunts. ÀÀlgebra de Boole.lgebra de Boole.

2.2. Teoria de la mesura. (Teoria de la mesura. (KolmogorovKolmogorov 19031903--1941) que repr1941) que reprèèn la idea de la n la idea de la llei llei 
dels grans nombresdels grans nombres..

DefiniciDefinicióó axiomaxiomààtica de probabilitat tica de probabilitat 

La La toeriatoeria de la mesura es basa en de la mesura es basa en tres propietats de les freqtres propietats de les freqüèüències relativesncies relatives..

Realitzem una experiRealitzem una experièència amb un nombre N de proves, obtenint una sncia amb un nombre N de proves, obtenint una sèèrie rie 
de resultats A, B, C,... que estan inclosos en lde resultats A, B, C,... que estan inclosos en l’’espai mostral E.espai mostral E.

-- La freqLa freqüèüència relativa dncia relativa d’’un esdeveniment un esdeveniment éés positiva o nuls positiva o nul··la.    f(A) la.    f(A) ≥≥ 00

-- La freqLa freqüèüència relativa de lncia relativa de l’’esdeveniment segur esdeveniment segur éés u.    f(E) = 1s u.    f(E) = 1

-- La freqLa freqüèüència relativa de la unincia relativa de la unióó de dos successos incompatibles de dos successos incompatibles éés la s la 
suma de les freqsuma de les freqüèüències de cada succncies de cada succéés per separat.s per separat.
f(A f(A ∪∪ B) = f(A)+f(B).B) = f(A)+f(B).

Per Roger Mauricio Grañó

Axiomes de la probabilitatAxiomes de la probabilitat

[A1][A1] 0 0 ≤≤ P(S) P(S) ≤≤ 11

[A2][A2] P(E) = 1P(E) = 1

[A3][A3] P(SP(S∪∪T)=P(S)+P(T) T)=P(S)+P(T) ⇔⇔ S S ∩∩T = T = ∅∅ (S i T incompatibles)(S i T incompatibles)

L'aplicaciL'aplicacióó PP i i l'l'ààlgebra de Boolelgebra de Boole defineixen el qudefineixen el quèè es coneix com es coneix com espai de espai de 
probabilitatprobabilitat..

P(S)S    

RE:P

→
→

Ja sabem que les freqJa sabem que les freqüèüències sncies s’’estabilitzen quan el nombre de proves estabilitzen quan el nombre de proves 
tendeixen a infinit. A partir dtendeixen a infinit. A partir d’’aquesta idea aquesta idea KolmogorovKolmogorov va definir els tres va definir els tres 
axiomes base de la probabilitat i que saxiomes base de la probabilitat i que sóón els que usarem per treballar. n els que usarem per treballar. 

Considerem una experiConsiderem una experièència on els successos compleixen ncia on els successos compleixen ll‘À‘Àlgebra de lgebra de 
BooleBoole. Definim probabilitat del succ. Definim probabilitat del succéés S com s S com l'aplicacil'aplicacióó::

de manera que a cada subconjunt S de E li assignem un nombre P(Sde manera que a cada subconjunt S de E li assignem un nombre P(S), i que ), i que 
compleix els compleix els axiomesaxiomes segsegüüents:ents:
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)S(P...)S(P)S...S(P n1n1 ++=∪∪

)S(P1)S(P −=

)S(P1)S(P1)S(P)S(P
S  S

)E(P)SS(P −=⇒=+⇒




∅=∩
=∪

Teorema 2. Teorema 2. 
Sigui S un succSigui S un succéés de E i S el seu contrari. aleshoress de E i S el seu contrari. aleshores

DemostraciDemostracióó:: Sabem que P(E) = 1 i que S Sabem que P(E) = 1 i que S ∪∪ S S = E. Aleshores:= E. Aleshores:

Teoremes resultants dels axiomes de la probabilitatTeoremes resultants dels axiomes de la probabilitat

Teorema 1.Teorema 1.
Si  Si  SS11, ..., S, ..., Snn ssóón successos incompatibles dos a dos, aleshores:n successos incompatibles dos a dos, aleshores:

DemostraciDemostracióó:: Trivial per lTrivial per l’’axioma [A3]axioma [A3]

Per Roger Mauricio GrañóT

)TS()TS(S.1 ∩∪∩=

)TS(P)T(P)S(P)TS(P ∩−+=∪

Teorema 3. Teorema 3. 
Siguin S i T dos successos compatibles. Aleshores: Siguin S i T dos successos compatibles. Aleshores: 

∅=∩∩∩ )TS()TS(.2

S

T
S∩T

TS∩
S

∅

Aleshores es complirAleshores es compliràà

DDemostraciemostracióó::
Siguin els successos S i T de lSiguin els successos S i T de l’’espai de probabilitat E. A partir despai de probabilitat E. A partir d’’aquests, aquests, 
construconstruïïm m TT, , S S ∩∩ TT, , S S ∩∩ TT

)TS(P)TS(P)S(P ∩+∩=
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T

)TS(P)TS(P)S(P ∩+∩=

A la vegada ens fixem que ( ) TTSTS ∪∩=∪ on  a més ( ) ∅=∩∩ TTS

per tant: ( ) ( ) )T(P)TS(PTSP)T(PTSP)TS(P −∪=∩⇒+∩=∪ i substituint

)TS(P)TS(P)T(P)S(P)T(P)TS(P)TS(P)S(P ∪=∩−+⇒−∪=∩−

TS∪

T
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Si S ⊂ T aleshores P(S) ≤ P(T).

Demostració: Partim de :

∅=∩∩ )TS(S

)TS(ST ∩∪=

)S(P)T(P)TS(P)S(P)T(P
))TS(S(P)TS(P)S(P)T(P)TS(S(P)T(P

≥⇒∩+=
⇒∩∩−∩+=⇒∩∪=

TEOREMA 4.TEOREMA 4.

T

S

TS ∩
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EXEMPLE DEXEMPLE D’’APLICACIAPLICACIÓÓ DELS AXIOMES DE LA PROBABILITATDELS AXIOMES DE LA PROBABILITAT

En un congrEn un congréés de cients de cientíífics hi ha 100 congressistes, del quals 80 parlen fics hi ha 100 congressistes, del quals 80 parlen 
francfrancèès i 40 parlen angles. Quina s i 40 parlen angles. Quina éés la probabilitat que en escollir un s la probabilitat que en escollir un 
congressista parli un i nomcongressista parli un i noméés un idioma?s un idioma?

F: congressista que parla francès
A: Congressista que parla anglès

F

A

2,0
100
20

ncp
ncf

)FA(P

8,0
100
80

ncp
ncf

)F(P

4,0
100
40

ncp
ncf

)A(P

===∩

===

===

( ) 6,004,02,0))FA()FA((P)FA(P)FA(P)FA()FA(P

LESINCOMPATIB
SUCCESSOS

=−+=∩∩∩−∩+∩=∩∪∩
444 3444 21

6,0
100
60

ncp
ncf

)AF(P

2,0
100
20

ncp
ncf

)FA(P

===∩

===∩ 60

20

20


