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Reality is far from being intrinsically literal. It is literalized by the
peculiar perspective of our modern consciousness. It is peculiar because
it is the only perspective which insists that it is not a perspective at
all but a true vision of the actual world. It has in fact lost perspective
because ‘perspective’ means ‘seeing through', and it fails to see through
itself. So forceful is the literalism of our world-view that it is almost
impossible for us to grasp that it is exactly that - a view, and not the
world.

Pero la realidad esta lejos de ser intrinsecamente literal. Es literalizada
por la perspectiva peculiar de nuestra conciencia moderna. Es pecu-
liar, pues es la tnica perspectiva que pretende no ser en absoluto una
perspectiva, sino la verdadera visién del mundo real. De hecho, ha
perdido la perspectiva, porque <perspectiva> significa <ver a través>,
y no consigue ver a través de si misma. Tan fuerte es la literalidad de
nuestra visién del mundo que es casi imposible para nosotros compren-
der que es exactamente eso: una visidn, y no el mundo.

The Philosophers” Secret Fire. A History of Imagination
PATRICK HARPUR [2002],

El fuego secreto de los filsofos

Traduccié: FERNANDO ALMANSA [2016, 5a ed.]






Index
Preambul
Introduccié

1 Rosassa sobre la porta de I’'Evangeli
1.1 Observacié desimetries . . . ... ... ... ... .. ... . ... ...
1.2 Tangencies de la rosassa, hipotesiianalisi . . . .. .. ... ............

1.3 Larosassa com a corba hipotrocoide . . . ... ... ... ... ... ....

2 Arcs decoratius
2.1 Arc-l .o e
22 Arc=I1 . . . e

3 Rosassa de la part central de la facana
3.1 Simetries . . . . . . ...

3.2 Tangeénciesicontactes . . ... ... ... ... ... ... ... ... ...

4 Indicacions i propostes de resolucié de les activitats
4.1 Activitatsdelaseccidl . . . . ... ... Lo o
42 Activitatsdelaseccid2 . . . . ... o Lo

4.3 Activitatsdelaseccid 3 . . . . . . ...

5 Annex
51 Sobreelmeétodedel’analisi . . ... .................. .. .. ...
5.2 Francois Viete i 'Apollonius Gallus . . . . . . ... ... ... ... ... .....
5.3 Model per experimentar les composicions de simetries . . ... .........
5.4 Model derosassaperacolorir . . ... ... .. ... ... ... ... ... ...,
5.5 Model pautat per dibuixar larosassaamaalgada . . . . . ... ... ... .. ..
5.6 Model pautat per dibuixar la rosassa amb regleicompas . . .. ... ... ...
5.7 Model de rosassa de la porta de I'Evangeli per plegariretallar . . . . ... ...
5.8 Activitat sobre el model epicicle-deferent pera3rd’ESO . ... ... ... ...
5.9 Activitat sobre el model epicicle-deferent peralrde BAT . . . . ... ... ...
5.10 Models d’arcs decoratius peracolorir. . . . .. ... .. ... ... .. ......
511 Modeldelarosassacentral . ... ... ..... ... ... ... .. ......

5.12 Model de la rosassa del Claustre basada en una estrella tartéssica . . ... . ..

Referéncies

10
13

14
14
16

18
18
21

28
28
35
38

49
49
50
51
54
55
56
57
58
59
62
63
64

66






Preambul

Presentar i treballar la matematica en contextos culturals i patrimonials, o parafrasejant Puig
Adam, com una unitat amb la vida natural i social amb consideraci6 cap al seu origen i els
processos historics de la seva evolucié,! és una qiiestié que com a ser immers en el corrent de
'existencia i de la cerca de coneixement esta sempre present. Els passejos matematics s’han
erigit en una modalitat d’accés a la cultura i a la matematica que permet avangar en aquesta
concepcio unitaria.

En aquest cas es pretén contemplar alguns elements de la facana principal de la Catedral de
Tarragona, aportar idees per a la creacié d’activitats generades de d’aquesta contemplaci6 i
donar accés a la utilitzacié o adaptacié dels materials produits. Es vol compartir la idea que
la creacié de projectes, activitats o tallers basats en fer lectures del Patrimoni o de 'entorn
on es viu, des de I'0Optica que aporta la matematica, pot contribuir a un aprofundiment en
el coneixement de la realitat des de diferents punts de vista i a I’'obtencié de sensibilitat per
assolir una experiencia estetica d’alldo que aquesta amaga. Aixo proporciona una oportunitat
per descobrir la matematica com una disciplina que proporciona un llenguatge per fer-se
preguntes i cercar respostes, allunyada de la inéercia de presentar-la com un coneixement
tancat i acabat, i per a molts avorrit i hermetic, sense cap connexi6é amb la realitat, sigui el que
sigui allo que vulguem entendre per aquest terme. Des d’aquesta perspectiva I’aproximacié
a la realitat quedara potenciada si es pot col-laborar amb altres opcions tematiques de lectura.

A mode de resum es pot dir que el contingut d’aquest document és geometric, tot i que
alguns tractaments algebrics de la materia hi sén presents. La idea clau present en la majoria
dels seus apartats és la d’utilitzar el metode de I'analisi en la resolucié dels problemes que
plantegen els dissenys estudiats, tant en la seva concepci6 classica com en la de la geometria
analitica de Descartes. Aquesta incorpora 1’algebra a I’analisi geometrica i, com ell descrivia,
«corregia tots els defectes de 1'una per l'altra>.”

El ptiblic a qui va dirigit és tot aquell que comparteixi els punts de vista expressats i el pro-
fessorat de matematiques. Quant a la metodologia a emprar en el desenvolupament amb
I’alumnat de les activitats proposades, seria bo que es comencés per fer una primera aproxi-
macio als dissenys que es presenten des de la seva contemplacié en directe i elaborar-ne uns
esbossos a ma alcada. Aixo aportaria una identificacié amb la complexitat diversa d’allo que
es percep i proporcionaria uns primers indicis per a una analisi dels elements contemplats.

Qualsevol tipus d’alumnat, des d’'Infantil fins a Batxillerat es pot beneficiar de fer activitats
relacionades amb aquests elements. En el nivell de I'alumnat més jove, aquestes activitats
quedarien restringides a adquirir I'estat de contemplaci6 per a, posteriorment, submergir-se
en la part plastica de fer esbossos i acolorir-los, de plegar i retallar paper o qualsevol altre
practica que impliqués la interacci6 amb materials manipulables. Un altre estadi d’activitat,
indicat per a I'alumnat iniciat en I'tis de rudiments matematics, és el que implicaria elaborar
analisis pertinents, en llenguatges més tecnics, de cara a la resolucié de qiiestions que es
plantegen en I’aproximacié contemplativa i manipulativa inicial.

En les tres primeres seccions del document es presenten els elements estudiats junt amb
unes propostes d’activitat. D’aquestes s’indiquen alguns possibles tractaments en la secci6 4

Wegeu Puic Apam [1960], pag 157-163
2Vegeu ADAM-TANNERY [1902], VI, pag. 201 QuINTAs [1981] pag. 17.


https://sede.educacion.gob.es/publiventa/descarga.action?f_codigo_agc=19148
https://archive.org/details/uvresdedescartes06desc/page/20/mode/1up

que, naturalment, no pretenen ser tnics. Totes les activitats tenen relacié amb l'estudi de
simetries, tangencies, 1'as del regle i del compas i del programa GeoGebra. Concretament la
secci6 1, en que s’estudia una rosassa, presenta activitats proposades per a diferents nivells
d’alumnat, des d’Infantil fins a Batxillerat. La secci6 2 estudia dos arcs decoratius i proposa,
principalment, activitats per a alumnat de la ESO i el Batxillerat, amb alguna activitat pel
cicle superior de Primaria. La secci6 3 conté més complexitat. Estudia la rosassa central de la
facana. En aquest cas, les activitats relacionades amb l'estudi de simetries es poden adaptar
a molts nivells i, quant a les segones, podria ser bo restringir-les a fer-ne estudis parcials o a
servir de context per a un treball de recerca de Batxillerat.

Finalment, la secci6 5 esta composta d’annexos on es troben materials per ser utilitzats en al-
guna de les activitats proposades i alguna qiiesti6 relacionada amb contextos historics sobre
el metode de 'analisi.

Quan s’ha cregut convenient s’ha introduit 'estudi d’algun element de la Catedral no inclos
a la facana o alié a ella. S’ha fet aixi per tal d’insistir en el treball dels conceptes que es
presenten i per donar una mostra de la gran varietat d’estudis que es poden emprendre des
de I'observaci6 d’objectes del nostre entorn.

En moltes de les exposicions que es fan i de les activitats que es proposen es presenten dis-
senys realitzats amb el programa GeoGebra. D’aquests uns s6n animats i d’altres no ho sén.
Els primers pretenen ser simulacions de construccions amb regle i compas que es visualitzen
pas a pas. Els segons sén construccions acabades que poden ser ttils per realitzar analisis de
la seva construccio.

Sempre que ha semblat convenient i ha sigut possible s’han introduit enllacos entre parts
del propi document de color vermell violat o dirigits a documentacié externa de color verd.
Aquest altims eren funcionals en 1’epoca de redaccié d’aquest preambul, el setembre de 2020.
Entre els enllagos interns estan els de les activitats; els de tipus porten a les indicacions
de proposta de resolucié de l'activitat que s’esta llegint, en que el nombre indica el nombre
de pagina on aquesta es troba; els de tipus (E11) es troben en la indicacié de la resoluci6 i
porten a la pagina on es troba I’enunciat.

Per als interessats en els passejos matematics, aquest document forma part d"un conjunt de
materials elaborats en relaci6 al passeig matematic per la Tarragona romana i el Casc Antic
celebrat en el marc del C>’EM, Congrés Catala d’Educacié Matematica 2020. Ha consistit en un
recorregut de quatre etapes, la Casa Castellarnau, la facana principal de la Catedral, la torre
del Pretori i I'amfiteatre, en qué s’han fet lectures des de les optiques historica i matematica.
Els materials es poden trobar a http://www.xtec.cat/~rnolla/PM2020/indexPM2020 . htm.

Tanco aquest preambul amb tres consideracions. La primera per manifestar el reconeixement
de l'existéncia de perspectives diverses i complementaries a 1'hora de fer lectures de la rea-
litat; les quals promouen la capacitat de discerniment a través de les aparences. La segona
per declarar que els materials elaborats s’han fet amb la intencié que el resultat sigui alldo que
hagués sigut bo trobar en els anys d’activitat com alumne i com professor i que en ocasions
comptades i valuoses es va trobar; aix0 si, sense els defectes que allo que s’ha aportat té. La
tercera i Gltima per donar un agraiment als meus amics i col-legues Ramon Masip i Albert
Armenteras que han tingut I’amabilitat d"intercanviar amb mi lectures, comentaris, opinions
i treballs, la qual cosa fa possible que pagines com aquestes puguin ser escrites.

Desembre de 2020


https://www.youtube.com/c/FeemcatOficial/playlists
http://www.xtec.cat/~rnolla/PM2020/indexPM2020.htm

Introduccio

L’analisi geometrica dels dissenys de rosasses i arcs ens aboca de ple a I’estudi de les seves si-
metries i tangencies. Aquests elements apareixen amb finalitats arquitectoniques funcionals
i ornamentals. Les rosasses son descendents dels oculs romans que proporcionaven llum i
ventilacié a les estances. Evolucionen en el romanic, amb elements de traceria de pedra ca-
lada creant una atmosfera que convida al recolliment amb els constrastos de llum i foscor.
Finalment culminen en les caracteristiques de grandiositat i complexitat de disseny i 'acom-
panyament de fileres de grans finestrals del periode gotic, en que la llum assoleix cada cop
més protagonisme; com si aquella actitud d’experiéncia interior primera fes eclosié per mos-
trar els seus fruits.” Mentre, com passa a la facana de la catedral de Tarragona, s’alcen torres
i agulles que es revesteixen d’ornaments sovint amb motius emmarcats per arcs apuntats.

Observarem i analitzarem la geometria d’algunes rosasses i arcs decoratius de la fagana prin-
cipal de la Catedral. Concretament, la gran rosassa central, la rosassa situada sobre la porta
de I’Evangeli i un parell d’arcs de les torres laterals. Per als arcs apuntats treballarem amb la
hipotesi que son equilaters. Aquest estudi pot facilitar el disseny de projectes en que s’inclo-
gui l'activitat geometrica en contextos d’estudi del patrimoni ciutada.*

3Per a un estudi del canvi d’estil que significa la transici6 al gotic podeu consultar SiMsON [1962].
4Vegeu estudis i propostes relacionades a SYKEs [1912], pag. 151-3261 T1cO [2004], pag. 41-55, 99-112.

7


https://archive.org/details/cu31924031218187/page/n163/mode/2up

1 Rosassa sobre la porta de I’Evangeli

Si ens situem en el Pla de la Seu de cara a la fagana de
la Catedral, trobem la porta de I'Evangeli que tanca la
nau lateral esquerra. Se'n data la construccié durant la
prelatura de 'arquebisbe Bernat d’Olivella (1272-87).
Hi ha indicis que el timpa, on s’hi representen 1’A-
doracié dels Mags, 1’Anunciacié de 1’Angel a Maria
i I’anunci als pastors, pogués ser obra del mestre Bar-
tomeu de Girona.” Damunt del timpa trobem una ro-
sassa romanica de traceria de pedra calada i disseny
senzill en front de la complexitat que presenten en
el periode gotic. Observarem aquesta rosassa i pro-
posarem unes hipotesis per al seu tragat a partir de
tangeéncies entre dos tipus de circumferencies.

1.1 Observacio de simetries

Abans d’entrar en el tema de les tangencies, és interes-
sant observar-la des del punt de vista de les seves si-
metries i comparar-la amb les de la part central de la
rosassa romanica del mur de I’absis central del mones-
tir de Santes Creus.

Semblen del tot equivalents, pero si afinem l’atenci6 hi ha diferencies a més del nombre de
lobuls enllagats. En els dos casos hi ha simetries rotacionals, perd mentre en la de Tarragona,
(sota a la dreta), hi trobem simetries axials, en la de Santes Creus, (a 'esquerra i al centre),
aquestes desapareixen perque en els encreuaments dels enllagos els ldbuls se solapen.

Técnicament els grups de simetria de les dues rosasses, (grup de moviments que transformen
una figura en ella mateixa), sén grups de Leonardo que es caracteritzen per ser finits i tots
els moviments que contenen tenen un punt fix compartit. Aquest punt s’anomena centre de
simetria de la figura. Aquest grups poden ser de dos tipus, ciclics, si només tenen rotacions,
com en el cas de Santes Creus, i diedrals, si a més de les rotacions tenen simetries axials com
en el cas de Tarragona. Els simbols que els representen en els nostres dos casos sén Cg i Dg.°

"Per a més detalls de l’arquitectura i el programa iconografic de tota aquesta facana podeu consultar
LiANO [1989], Liano [2019], BATLLE [1979], GADEA [2018] i AuToRrs DI1vERSOS [1995]. Als interessats
els pot agradar el contrast entre les diferents opinions que aquests autors citen o donen i, en el cas de Liafio,
I'analisi sobre 'autoria dels diferents elements iconografics.
Per al concepte i classificacié de rosasses vegeu Masip [2000], pag. 81-83.
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http://www.xtec.cat/~rnolla/apunts/smasip.pdf#page=101

e | Activitats per a nivells diversos

Es proposen activitats que s’hauran d’adaptar a diferents nivells d’alumnat. Per exemple, les
activitats de plegar i retallar, —kirigami—, o d’acolorir, es creu que poden ser executades des
del nivell de Infantil fins a nivell universitari, en aquest cas integrades en una activitat de
teoria de grups.

@ 1.1.1. Elements de simetria i generacié.
a) Trobeu elements de simetria de la rosassa, (simetries axials i rotacions que la deixin
superposada i coincident sobre ella mateixa).
Comproveu que si feu composicions de dues simetries, una rere ’altra, surt una altra
de les simetries trobades, (podeu fer comprovacions amb els models de I’annex 5.3).
Construiu una taula de doble entrada en que es doni el resultat de compondre dues
qualssevol d’aquestes simetries.

b) Imagineu i descriviu dues circumferencies a partir de les quals es pugui dibuixar un
motiu que permeti generar tota la rosassa aplicant-li rotacions.

@ 1.1.2. Acoloriu al vostre gust el model de rosassa de 1’annex 5.4.

@ 1.1.3. Dibuixeu la rosassa a ma algada; pot ser til marcar préviament uns punts que
serveixen de referéncia. Si no aconseguiu un resultat satisfactori, utilitzeu el model i els
punts pautats de I'annex 5.5.

@ 1.1.4. Amb les pautes mostrades en1’annex 5.6, dibuixeu la rosassa amb regle i compas.
1.1.5. Amb el model de I'annex 5.7, plegueu el cercle en dotze sectors iguals, tal com

s’indica en la imatge de sota. Després retalleu i descarteu la regi6 grisa i, finalment, desple-
gueu i observeu la rosassa obtinguda.

S30

B

B

S30



1.2 Tangeéncies de la rosassa, hipotesi i analisi

e Tria d’un motiu per generar la rosassa. Una possible actuacié pot ser la de considerar un
motiu que permeti generar la rosassa a partir de la seva simetria rotacional. En aquest cas els
angles de gir que deixen la figura igual sén de n - 60°, n € Z.

Dues possibilitats de tria d’aquest motiu les veiem en el grafic adjunt, en qué també es mos-
trem dues possibilitats de traceria, sense gruix i amb gruix.

En la imatge del costat observem les petites diferencies en el

perimetre del motiu escollit en la traceria amb gruix, si la ro- \
sassa hagués tingut només simetria rotacional.

¢ Una ullada a la construccié. Sota d’aquestes linies es mos- U

tren les linies auxiliars de construccié d’una de les parts més
complexes d’aquests motius. En farem una analisi més avall.

e Establiment d’hipotesi. Adoptem la hipotesi que els motius de la traceria estan determi-
nats per dues circumferéncies tangents. Una d’elles té el centre P sobre el perimetre de la
rosassa de centre C i és tangent a dos radis, CR i CK de la rosassa separats per 120°. L'altre
és tangent a aquesta, té el centre sobre el radi-bisectriu CA dels radis CR i CP, i passa per
'extrem A del radi CA. S’observa que el problema que s’hi presenta és,”

Tracar una circumferéncia de centre Q sobre una recta CA donada, que passi pel
punt A donat i sigui tangent a la circumferéncia (P, PM) donada.

"La notaci6 (A,r) o (A, FG) indicara a partir d’ara la circumferéncia de centre A i radi r o radi FG.
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e Analisi del problema. Repetim l’enunciat,®

Donada la circumferencia (P, PM) la recta k i el punt A € k, construiu la circum-
ferencia (Q, QA) amb centre sobre k i que passa per A.

Analisi

— Suposem el problema resolt.

— Sabem que P, Q, i el punt de
tangencia T estan alineats.

— Sifem (A, PT) Nk = B obtenim
que QB = AB—- AQ = TP —
TQ = QP. (*) Punt clau

- Llavors Q € mediatriu(B, P) i
l’analisi és acabada.

Sintesi. La circumferencia buscada és (Q, QA) i a partir d’aqui la construccié de la soluci6
és immediata. Tracem,

— La circumferéncia (A, PM) de centre A i radi PM.

— La intersecci6 B de (A, PM) amb la recta k.

— La mediatriu del segment BP.

— La interseccié Q de l'anterior mediatriu amb la recta k donada.

— La circumfereéncia (Q, QA) de centre Q que passa per A.

(*) Punt clau. La consideraci6 del trasllat del radi de la circumferencia (P, PM) a partir de P
sobre la recta k, no és d’intuicié immediata. Pot resultar després de fer moltes proves i tragats.
Ara bé si tenim al nostre abast coneixements de propietats sobre coniques, concretament
sobre I'el-lipse, podem tenir una intuicié bastant immediata d’aquest punt de 1’analisi.”
Efectivament, el fet que el punt Q, centre de la circumferéncia cercada, satisfagui la propietat
PQ+ QA = PT,en que P, Aielradi PT s6n coneguts, permet traduir el problema de trobar
Q en els termes segiients.10

Donada I'el-lipse de focus P i A i eix major el
radi PT = PM del cercle, trobar la seva inter-
seccié amb la recta k que passa pel focus A.
(La interseccié trobada sera el centre Q de la
circumferencia.)

SEn totes les construccions en que hi ha dos circumferéncies tangents implicades tenim present la propietat

d’alineaci6 dels seus centres i el punt de tangeéncia.

? Aquesta idea és deguda al professor Ramon Masip. En I'activitat 1.2.2 trobareu l’analisi que s’havia fet per
resoldre el problema abans de tractar-ho amb ell.

19Per a la resolucié d’aquesta qiiesti6 i vegeu l'activitat 1.2.4. En I'activitat 1.2.3 trobareu una aproximaci6 a
I'adquisicié d’aquesta intuicié per una altra via, 1'is del llenguatge algebric.
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o | Activitats per a Secundaria

@ 1.2.1. (ESO i BAT) Feu la construcci6 de la rosassa a partir de la informaci6 recollida en
aquesta seccio.

a) Amb regle i compas.

b) Amb el programa GeoGebra.

@ 1.2.2. Proposem de fer la construccié del problema de
tangencies d’aquesta secci6 a partir d'una analisi geometrica
alternativa. Aquesta consistira en determinar el punt T de
tangéncia a partir de 'observacié ordenada de les linies de la
tfigura adjunta i els angles que determinen. (Suposant el pro-
blema resolt, les linies s’han tracat en aquest ordre, la recta TP,
la recta TA, que talla (P, PM) en K i la recta PK .)

@ 1.2.3. (BAT) Feu un estudi analitic del problema de tangencies tractat en aquesta secci6.

Amb aixd volem dir que feu una analisi geometrica en llenguatge algebric.!! Aquest estudi
us ha de portar a 'obtenci6é d"una condici6 algebrica per al radi de la circumferencia buscada
i, per tant, un metode per al seu tracat. Esbrineu si la condicié trobada us pot portar a les
etapes de construccié proposades en la sintesi d’aquesta secci6.

@ 1.2.4. (BAT) Resoleu el problema sobre I'el-lipse enunciat en aquesta secci6 i justifiqueu
les propietats utilitzades.

"1 Aqui hi ha implicat el significat del concepte analisi originat en la Grécia classica i la seva evoluci6, amb la
introduccié del llenguatge algebric en el segle XVII, per obra de René Descartes. Vegeu I'annex 5.1 en relacié a
aquest tema.
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1.3 Larosassa com a corba hipotrocoide

Durant la contemplacié de la rosassa de la porta de I'Evangeli, emergeixen intuicions diver-
ses de cara a la seva generacié i el seu simbolisme. Algunes apareixen després d’acudir al
nostre magatzem particular de coneixements, d’altres afloren de manera sorprenent, sense
fer soroll. Fins ara hem treballat amb la intuici6 en que, per al seu disseny, s'implica el con-
cepte de tangencia, perd una de més dinamica pugna per fer-se un lloc en la nostra ment.
Neix mentre seguim el seu tracat a ma algada i sentim estar girant al voltant d’un punt que
gira al voltant d"un altra punt. Aquest sentiment es transforma en una idea que manifesta
que més enlla de la nostra petita concepcié del mén, sempre enfocant-lo des dels mateixos
punts de vista, hi pot haver un altre punt de vista, un altre centre d’observacié, des del qual
es pot adquirir una visié més global. Abandonant la interpretacié simbolica i acudint a la
mirada matematica, aquesta idea ve molt ben explicada pel model epicicle-deferent utilitzat
per Ptolemeu en la seva Sintaxi Matematica o Almagest.'> La pregunta que ens fem és: aquesta
aproximaci6 al disseny de la rosassa, que podriem qualificar de dinamica i molt directa si es
disposa de I'instrument de construccié adequat, és més encertada que la treballada anterior-
ment a partir de circumferencies tangents, o el seu valor rau més en el seu simbolisme?

Per a contestar-la, en termes d’aproximacié6 al disseny, es tracta de generar la corba mitjangant
el sistema epicicle-deferent, en qué els sentits de gir dels dos punts sén contraris. També,
tenint en compte que la corba resultant és una hipotrocoide, es pot generar per un punt lligat
exteriorment a un cercle que gira sense lliscament a I'interior d"un altre cercle.

epicicle-deferent hipotrocoide regla i compas rosassa

« | Activitats |

@ 1.3.1. (ESOiBAT) Dissenyeu amb el GeoGebra, mitjancant el sistema epicicle-deferent,
una aproximacio6 a la rosassa.

1.3.2. (BAT) Trobeu les equacions d"una hipotrocoide i dissenyeu una aproximacio a
la rosassa amb el sistema consistent a fer rodar un cercle sense lliscament interiorment a la
circumferencia d"un altre cercle. Compareu-lo amb el disseny obtingut amb regle i compas a
la secci6 1.2.

12A Tannex 5.8 trobareu el disseny d’una activitat experimentada a 3r d’ESO consistent en la creacié d"un
document GeoGebra en que es generen tot tipus de trajectories a partir d’aquest model. També¢, a ’annex 5.9,
trobareu una altra activitat per a Batxillerat on s’estudia analiticament un tipus de trajectoria concreta creada
amb aquest model la qual després es generalitza.

13Gi el punt és troba sobre la circumferéncia del cercle, la hipotrocoide s’anomena hipocicloide; si és interior al
cercle s’anomena hipocicloide escurcada i si és exterior hipociclode allargada. La joguina anomenada espirograf,
vegeu IBANEZ [2020], permet dibuixar hipotrocoides.
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2 Arcs decoratius

En les diferents cares de les torres laterals trobem una bona col-leccié d’arcs decoratius. N’hi
ha de repetits pero hi ha prou varietat per a plantejar-se qliestions de dificultat diversa.

2.1 Arc-I

Establim les hipotesis que esta compost per un arc apuntat
equilater i dos arcs apuntats equilaters iguals, tangents entre
siitangents a I’arc principal interiorment en el seus suports;
la mediatriu del segment base és un eix de simetria verti-
cal; finalment, una circumferéncia contacta tangencialment
amb els tres arcs en l'espai interior que aquests delimiten.
No considerem els lobuls interiors, perod trobareu una cons-
truccié d’aquests a https://www.geogebra.org/m/swtfzqqc

i també a https://wuw.geogebra.org/m/h7jywusx.

Dades. Tres arcs apuntats equilaters, tangents en els seus contactes de la manera descrita.
Problema. Construccié amb regle i compas d’una circumferencia tangent als tres arcs en els
punts P, T, Q1iS.

Analisi. Suposem el problema resolt i considerem la unitat de mesura AM.

— Per simetria, O pertany a la mediatriu de AB.
— La tangencia implica que P i T estan alineats amb A i O.

—Llavors{AP:AM:1 = gjl;il?T_AP:1
AT = AB=2 A0 —

— Per tant, el centre O pertany a la circumfereéncia (A, AL),
en que L és el punt mitja de MB i ’analisi s’ha acabat.

NTIeSLE]

Sintesi. La circumferéncia buscada és (O, OP) i passem a la construccié. Tracem,
— Els arcs apuntats equilaters sobre el segment AB i el seu punt mitja M.
— El punt mitja L de MBiel cercle (A, AL).
— La mediatriu del segment AB i la seva interseccié O amb (A, AL).
- El segment AO ila seva interseccié P amb l'arc equilater sobre AM.
- La circumferéncia (O, OP).

e Una observacié final. La hipotesi utilitzada no s’adapta
exactament al disseny d"un arc similar d"una altra torre que
veiem a la imatge adjunta. Aqui els dos arcs adjacents ar-
renquen de la mateixa altura. Veurem en la secci6 2.2 que
en 'arc de I'esquerra les arrencades de 1’arc major i els dos
menors no son les mateixes, les tltimes estan “més avall”,
sobre la prolongaci6 en linia recta de les arrencades del ma-
jor. Llavors si fem el mateix en 'arc de la dreta de la torre,
’analisi és molt diferent perque els punts A, P, Oi T no es-
tan alineats. Estudiarem aquesta situaci6 en l'activitat 2.1.5
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e | Activitats per a nivells diversos

@ 2.1.1. (Tots els nivells) Acoloriu el primer model de I'annex 5.10. S35

@ 2.1.2. (Primaria i Secundaria) S35

a) Descriviu els elements de l’arc estudiat en primer terme i feu-ne una construccié a ma
alcada.

b) Feu una construccié de I’arc amb regle i compas de tots els elements amb excepcié de la
circumferéncia, la qual aproximareu fins aconseguir un resultat acceptable.

@ 2.1.3. (ESO i BAT) Feu la construccié de l'arc a partir de la informacié recollida en
aquesta seccio.

a) Amb regle i compas.

b) Amb el programa GeoGebra.

@ 2.1.4. (4t d’ESO i BAT) Si considerem, com en l"analisi
de la pagina anterior, la unitat de mesura igual a AM, cal-
culeu la mesura exacta del segment MO i esbrineu quina di-
ferencia hi ha entre aquesta mesura i la de la diagonal VM
d’un pentagon regular construit sobre AM. Comproveu-ho
amb les eines de mesura del programa GeoGebra.

@ 2.1.5. (4t d’ESO i BAT) Feu un estudi analitic del pro-
blema que es proposa en 1’'observaci6 final de la pagina 14.
Observeu que les arrencades de I’arc major i dels dos me-
nors son diferents. Considereu-les situades com les troba-
des més endavant a la secci6 2.2, pagina 16, en que s’ha ob-
tingut A = /5 — 2. Una proposta de treball és la d’aplicar
el teorema de Pitagores sobre AAMO i ARSO, i considerar
AM com a unitat de mesura.

A partir del resultat dissenyeu una construccié amb el pro-
grama GeoGebra.

S35

Observacions.
— Per a una altra construccié amb regle i compas, en la secci6 3, a partir de la pagina 23, es
trobara una analisi estrictament geometrica més general de les tangencies implicades.

— Queda clar que la hipotesi que plantegem esta feta “a ull”, basada en la visi6 que en te-
nim des del terra. Per a una hipotesi més aproximada caldria prendre diverses mesures
directament sobre els arcs.
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2.2 Arc-1I

Observem un arc semblant a I’estudiat anteriorment en que el
cercle interior ha estat substituit per un quadrilater curvilini.
La hipotesi que proposem per a la construccié d’aquest qua-
drilater és que aquest s’obté de la intersecci6 de dues vesica-
piscis inscrites en un quadrat seguint la direcci6 de les diago-
nals. En aquest disseny hi ha una dificultat afegida: si tracem
els tres arcs apuntats equilaters com en el cas anterior no s’a-
consegueix la tangéncia amb el quadrilater curvilini.

El que es proposa per aconseguir la tangencia entre el quadrilater i els dos arcs menors, és
prolongar els suports de ’arc major per situar els dos arcs menors “més avall”. Llavors, per
realitzar la construccid, el problema a resoldre és el de calcular aquest desplacament.

A\ Y24

1 T -

Dades. Tenim el quadrilater curvilini, determinat per la interseccié de dues vesica piscis,
inscrit en un en un arc apuntat equilater. També tenim dos arcs apuntats equilaters menors i
tangents entre si, tal com s’ha descrit, que han de ser tangents en un punt indeterminat de la
prolongaci6 en linia recta de les arrencades del major.

Problema. Trobar la posicié de la prolongacié de l’arrencada per tal
que els arcs menors siguin tangents al quadrilater curvilini.

Analisi. Suposem el problema resolt i considerem la unitat de mesura

igual a ABi P i Q els punts a obtenir en la prolongaci6 de les arranca-
des.

— Anomenem x = CQ.

— La tangencia implica que P, T i C estan alineats.

- 3\> ., /5 o (1)
— Llavors, pel teorema de Pitagores en APQC, x = 5) 1+ = 1= 1< + >
— L'altima expressié ens permet construir el punt Q i 1’analisi s’ha acabat.

Sintesi. La linia d’arrencada partira de Q. Passem a la construcci6 i tracem,
Do >

— El quadrat inicial DABCD i la intersecci6 de les dues vesica piscis.

2
— El cercle (C,CM) i la interseccié Q amb la prolongaci6 de CB.

2
— El punt mitja M de AB. Llavors CM = (/12 + (1> = CQ.

— Construim el segment PQ i la resta del disseny és immediata.
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e | Activitats per a nivells diversos

@ 2.2.1. (Tots el nivells) Acoloriu el segon model de 1’annex 5.10.

@ 2.2.2. (Primaria i Secundaria)

a) Descriviu els elements de 1’arc feu-ne una construccié a ma algada.

b) Feu una construccié exacta amb regle i compas de l'arc apuntat major i la vesica piscis.
Aproximeu la posici6 de la base PQ de manera que quan traceu els arcs apuntats menors
resultin tangents al quadrilater curvilini.

¢) Feu el mateix amb el GeoGebra.

S37

S37

@ 2.2.3. (ESO i BAT) Feu la construccié de l'arc a partir de la informaci6 recollida en |S&37

aquesta seccio.
a) Amb regle i compas.

b) Amb el programa GeoGebra.

@ 2.2.4. (ESO i BAT) Per fer una construccié alternativa que no requereixi el teorema de
Pitagores per ser justificada, utilitzeu que la longitud de la diagonal CP de la figura final és
coneguda.
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3 Rosassa de la part central de la facana

En I'observacié d’aquesta rosassa s’haura notat la dificultat del seu disseny, no aixi 'estudi
de la seva simetria. Aixo fa que, de cara a 1’activitat regular amb estudiants, les activitats de
simetria es puguin adaptar a molts nivells pero pel que fa al disseny el seu intereés sigui qiies-
tionable. Tot i aixi, si es divideix aquest disseny en parts, amb un guiatge adequat, 1'estimul
de cara al seu tractament apareix. També pot ser interessant per a propostes de treball de
recerca de Batxillerat relacionats amb problemes de tangéncia.'* Aqui es presentaran alguns
aspectes rellevants de cara a la seva construccié amb regle i compas.

La part central de la fagana fou construida posteriorment a
les facanes laterals romaniques i és totalment gotica. Data
del segle XIV, amb algunes escultures de construccié poste-
rior a la consagracié de la Catedral el juny de 1331. La ro-
sassa es troba lleugerament descentrada damunt del rafec
que protegeix 1’arc amb arquivoltes que conté el timpa, el
mainell amb una Mare de Déu amb Nen i una representacié
del judici final damunt les portes. Presenta un cercle cen-
tral amb sis lobuls interiors des del que s’obren dotze sec-
tors radials que es tanquen amb arcs apuntats i contraposats
a vint-i-quatre arcs apuntats que descansen interiorment al
cercle exterior.

3.1 Simetries

Podem observar que el seu grup de simetria és el grup diedric Dy de 12 elements. Aquest
consisteix en les rotacions de 0°, 60°, 120°, 180°, 240° i 300°, i les sis simetries axials del
nucli circular central. Si prescindim del disseny del nucli central, s’obté el grup de simetria
diédric D1, de 24 elements, amb les dotze rotacions d’angles multiples de 30° i dotze eixos
de simetria, sis que contenen els nervis que separen els dotze sectors radials i els sis eixos de
simetria d’aquests sectors.

“Un exemple podria ser un treball relacionat amb I’analisi dels problemes de 1'obra desapareguda Tangeéncies
d’Apol-loni de Perge (111 aC) que cita Pappos d”Alexandria (I1I-IV AD) en el llibre VII de la seva Col-leci6 Ma-
tematica; un altre, la versié d’un d’aquests problemes que trobem en la correspondéncia de Descartes amb la
princesa Elisabeth de Bohemia; un tltim exemple podria ser la col-lecci6 de problemes de tangencies que tro-
bem en el disseny de sangakus al Jap6 del periode EDO. Vegeu ErCKE [1933], vol 2, pag. 483-485, AUTORS
Di1veRrsos [2011], pag. 562-569, ADAM-TANNERY [1901], IV, pag. 37-501 FukaGawa-ROTHMAN [2008].
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« [Activitats |

@ 3.1.1. En aquesta activitat podeu treballar sobre una fotografia o esbés de la rosassa
que hagueu elaborat in situ o sobre la imatge de 1'annex 5.11. Esbrineu a quin moviment

del grup D1y, sobre la rosassa sense el nucli circular central, equival la composicié d"una
simetria axial d’eix vertical i una rotacié de 120°. I si apliqueu els dos moviments canviant
'ordre, a quin moviment és equivalent? Dels resultats, podeu inferir alguna afirmacié sobre

la commutativitat de la composici6? Podeu trobar una composicié de gir d’angle major que

0° i simetria axial que sigui commutativa? En cas afirmatiu descriviu-la.

@ 3.1.2. Enlaimatge adjunta es mostren unes
rosasses elaborades plegant paper segons angles
adequats i retallant-lo, inspirades en la rosassa
central, encara que amb molta menys comple-
xitat. Esbrineu les seves simetries i elaboreu-
ne una amb les mateixes simetries que s’inspiri
també en el disseny de la rosassa central.

@ 3.1.3. Fem una petita escapada a una altre sector de la Catedral, que ens permetra |S3s
reforcar I'estudi de simetries. En el Claustre es poden observar una col-leccié de petites
rosasses de traceria calada. S’agrupen en parelles, sota arcs apuntats i sobre grups de tres

arcs de mig punt. Es proposa de treballar amb la mostrada a sota, en la qué es percep la
influéncia mudéjar i islamica en la seva traceria amb llagos, basada en el poligon (8,2) que
alguns anomenen estrella tartessia.

NN

NEE
\%%

a) Acoloriu el model de I’annex 5.12.

b) Estudieu les simetries de la rosassa, (podeu observar el model de I'annex 5.12). Feu un
esbés d’un motiu minim que la generi per rotaci6.'

c) Retoqueu el motiu minim per tal d’afegir simetries axials al seu grup de simetria.

5Per a un estudi de totes les rosasses del Claustre consulteu el treball de recerca de Batxillerat de
Bray [2007].
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@ 3.1.4. Tartessos fou una cultura que s’ha impregnat de
molts components mitics. Se la situa contemporania amb les
cultures fenicia i grega i localitzada en una regi6 que s’estendria
per la desembocadura del riu Guadalquivir. Com s’ha indicat
en l'activitat anterior, hi ha hagut una tendéncia a incorporar
l’estrella octogonal (8,2) com un simbol propi d’aquesta cul-
tura. Perd segons GONZALEZ-CAMPOS [2017], I-pag. 364 “esta
representacion es una completa invencién actual que no se puede re-

lacionar ni con las fuentes clasicas, ni con los historiadores antiguos
o modernos, pero que ha sido aceptada por la sociedad, y que asi lo
identifica”.

Sense entrar més a fons en aquesta qiiestié ens proposem de treballar amb aquest disseny
que es pot trobar en diferents indrets d’Andalusia, de la peninsula i, fora d’ella, en el mén

islamic. En teniu una representacio en la imatge adjunta i en les fotografies d"una decoracié
16

de la fagana d'una casa del carrer Méndez Nufiez de Tarragona.

&5

TV S L S

a) Estudieu les simetries del’estrella tartessia de la primera imatge i les de 1’estrella tartessia
que trobem en el disseny del mosaic del carrer Méndez Nfiez.

b) Elaboreu un document GeoGebra en que es visualitzi l’estrella de la primera imatge i
s’indiqui el motiu minim que la genera per rotacio.

c) Estudieu les simetries del mosaic del carrer Méndez Nufiez i feu-ne una reproduccié
amb el programa GeoGebra.

16En relacié a la cultura i civilitzacié tartessia podeu consultar GONzALEZ [2014] i GONZALEZ-
Campros [2017].
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3.2 Tangencies i contactes

En aquest cas, per la seva complexitat, és important conservar molt present la imatge de
la rosassa. A la dreta observem el motiu minim, si no considerem les simetries axials, que
permet generar per rotacio els dotze sectors amb els seus arcs apuntats i els vint-i-quatre arcs
apuntats contraposats tancant el perimetre.

A la part esquerra de la imatge de sota, emmarcat, observem el motiu minim junt amb el
nucli central amb sis cercles tangents. La proposta és dividir I’estudi en cinc apartats que
hem denotat amb els nombres que van de 'l al 5. A continuaci6 i en les activitats donarem
indicacions per als tres primers apartats i podreu trobar una aproximacio a l'estudi del dis-
seny global de la rosassa, tant dels tres apartats tractats com dels dos tltims, en el document
GeoGebra https://www.geogebra.org/m/uvbbvxad



https://www.geogebra.org/m/uvb5vxad

e Apartat 1. Tracem tres circumferencies de centre O en el centre de la rosassa i interiors al
seu perimetre. Sobre aquestes situem, en color blanc, els set centres dels tres nivells d’arcs
apuntats del sector radial. Observem que,
— Els sectors /A AOB resulten de dividir el cercle en dotze parts iguals, (n parts per a
altres ordres de simetria rotacional), i en cada sector es considera la bisectriu AK.
— Comptabilitzem quatre arcs apuntats en cada sector:

a) Dos han de ser tangents a OA i OB.
b) Un ha de ser tangent a OB i OK.
c) Un ha de ser tangent a OA i OK.

A partir d’aqui, el problema de construcci6 és el mateix en tots els casos:

‘Tragar una circumferéncia de centre donat que sigui tangent a una recta donada.‘

En la imatge superior dreta, en vermell, s’han tracat tres linies per-
pendiculars sobre OA des de tres i s’han obtingut tres punts de
tangencia, en vermell, dels arcs apuntats. La resta de tangencies
s’obte igual. Els punts verds sén els vertexs de cada arc apuntat.

e Apartat 2. Per tracgar els sis lobuls iguals i tangents interiorment
al cercle central, i els quatre dels cercles interiors als dotze sectors,
treballem amb la hipotesi que sén tangents entre si. En aquests dos
casos no cal utilitzar la trigonometria pero és comode i ho farem a
partir del cas general de n 1obuls, (en la imatge n = 8).

Suposem el problema resolt. A partir del radi r del cercle on estan

inscrits els n 10buls, volem determinar el valor x del seu radi amb la 180/n

hipotesi que s6n tangents entre si. Llavors, e

: 180°
. (180° x I sin (T)
sin , :r—x<:>x: (1807 x
1+ sin (T) .

r

Exemples de casos particulars son peran =4 = x = <\/§ — 1) riperan=6— x = 3

La construcci6 és proposa a l'activitat 3.2.2.
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e Apartat 3. En aquest cas el problema que es presenta es troba en la circumferéncia interior
dels sectors radials i és de major complexitat. L’analisi que proposarem no sera algebric siné
estrictament geomeétric. Es d’interés de cara a algun projecte o treball de recerca de batxillerat
per introduir I'estudi de tangencies contextualitzat en 1’observacié del patrimoni. També es
pot constituir en un element de motivacié de cara a la introduccié dels conceptes de potencia
d’un punt, eix radical i centre radical d'una, dues i tres circumferencies respectivament.

Insistim que el que ens interessa és fer-ne ’analisi pel seu interes en I’enfocament heuristic de
la resolucié de problemes.!” Problemes d’aquest tipus els podem trobar resolts en manuals
o llocs web dedicades al Dibuix tecnic. El cas és que, igual que en els classics grecs, en molt
poques ocasions proporcionen el metode de descobriment o una analisi, es limiten a donar-
ne una construcci6 i, a diferéncia d’ells, no demostren que és correcta la qual cosa podria
donar pistes sobre el cami de descobriment.

En el disseny que ens ocupa, observem que s’ha de construir una circumferéncia tangent als
dos arcs apuntats, amb el centre sobre una recta. En la figura els objectes donats estan tracats
en linia continua i la circumferencia desconeguda en linia discontinua.

Aixi, a partir de les figures, el problema es pot traduir de la manera segiient:'®

Donades dues circumferéncies i una recta, construir una circumferéncia tangent a
les dues amb el centre sobre la recta.

7Recordem la definici6 moderna que déna Porya [1945], pag. 129-130 de I'edicié de 1957 i pag. 102 de la
reimpressio de 1994 de la traducci6 espanyola de 1965, del terme heuristica: “disciplina que estudia les operacions
mentals tipicament tils en els processos de resolucié de problemes”. I una mica abans déna una concepcié més
classica del terme com una “ciéncia que tenia per objecte I'estudi de les regles i els métodes del descobriment i de
la invencié”. Afegeix que “un estudi seriés de I'heuristica no ha de descuidar les aportacions fetes per autors com
Pappos, Descartes, Leibniz i Bolzano, pero ha de fixar-se més en |'experiéncia objectiva. L’experiéncia en la resolucié
de problemes i en |'observacié d'altres persones resolent problemes ha de ser la base sobre la que es construeix
I'heuristica”. Tot aixo esta d’acord amb un dels objectius d’aquest document, 'adopcié de 'analisi, —vegeu
I'annex 5.1— ,com un dels métodes heuristics a utilitzar de cara a la resoluci6 de problemes.

'8 Una construccié, sense analisi ni demostraci6, per a un cas en qué les circumferéncies sén exteriors i la
recta és exterior a aquestes la trobem a https://www.mongge.com/ejercicios/7373.
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Préviament, per dirigir una analisi d’aquest problema, recorrerem a la guia del matematic
francés Frangois Viete [1540-1603] en la presentacié que fa d’un altre problema contingut
en la proposici6 5 de la seva obra Apollonius Gallus. Aquest tractat consisteix en un intent de
restitucié de 'obra desapareguda Tangencies d’ Apol-loni de Perga [111 aC], citada i comentada
per Pappos d’Alexandria [111-1V AD] com a pertanyent al «<domini de 1’analisi>. En aquesta
proposici6, Viéte ataca el problema segtient per al cas de tangéncia exterior:

Construir un cercle tangent a un cercle donat i dues rectes donades, (rrc).

Aquest no és el problema que ens ocupa i l'introduim com ajuda perque ens ha semblat
de menor complexitat. Viete, seguint 'estil classic grec, només en presenta la demostracié
sintetica, pero ens interessa l'estratégia que utilitza. El punt essencial es troba en la manera
de reduir el problema a un altre de construccié coneguda.'’

En donem un apunt amb ajut de dos grafics en que els objectes coneguts estan donats en
tracat gruixut, la circumferencia desconeguda es dona en tragat discontinu i els objectes au-
xiliars resultants de la reducci6 del problema es donen en tragat més fi.

Concretament, disminueix el radi r de la circumferéncia donada de centre C fins a convertir-
la en un punt, (el seu centre C), i allunya paral-lelament les dues rectes donades s i t una
distancia igual a la longitud del radi r. Llavors el problema queda reduit al de la construccié
d’un cercle que passa pel punt C donat i és tangent a dues rectes donades s’ i ', (prr). Aquest
el soluciona en la proposicié 4 del tractat. Finalment només li queda revertir la reduccio,
restant una longitud r del radi de la circumferéncia (P, PC) trobada.?’

Tractament del problema de construir la circumferéncia inscrita en cada sector radial
Seguidament ens proveim d’aquesta estrateégia de reduccié i passarem a fer una analisi i
una resoluci6 del nostre problema d’inscripcié de circumferencies en els sectors radials de la
rosassa. Recordem que es tractava de, donades dues circumferencies i una recta, construir
una circumferéncia tangent a les dues amb el centre sobre la recta.

19Sobre el text de Pappos podeu consultar JONES [1986] i EECKE [1933]; sobre text en llati de I’Apollonius
Gallus, consulteu VIETE [1600] i per a un estudi i una traduccié francesa d’aquest ultim text, consulteu
BoYE [1998], t. 1it. 2 respectivament. A I'annex 5.2 trobareu la dedicatoria del text de Viete.

2UEn l'activitat 3.2.3 es proposa de desenvolupar els detalls que s’han apuntat.
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Suposem el problema resolt, és a dir donades les circumferencies (C,r1) i (B, r2), tenim la cir-
cumfereéncia buscada (G, GT) = (G,GT,), en que T i T s6n els punts de tangencia respectius
amb les dues donades i G es troba sobre la recta s.

Reduccié. Si augmentem el radi de (B, ;) fins aconseguir una circumferéncia
auxiliar (B,r, +r1) = (B, BLy) ireduim el radi 1 de (C, 1) fins anul-lar-lo i obtenir el punt C,
la circumfereéncia (G, GC) = (G, GT + 1) passa per C i és tangent a 'augmentada (B, BL,).

Si podem, doncs, construir (G, GC) només caldra revertir
aquesta construccid, reduint el radi de (G, GC), per obtenir
la circumferéncia (G, GT) inicialment buscada.

Aixi el problema queda reduit a la qiiesti6 segiient:

Donat un punt C, una circumferencia (B, BL1) i una rec-
ta s, construir una circumferéncia amb centre G sobre s,
que passi pel punt C i sigui tangent a (B, BLq)

Resolucié del problema reduit.”!

Suposem el problema resolt. La circumferéncia so-
luci6 (G, GC) passa per C i el seu simetric C’ res-
pecte s. Llavors si considerem una circumferencia
auxiliar (P, PC) qualsevol per aquests dos punts de
manera que talli (B,BL1), es compleix P € s i po-
drem relacionar la circumferéncia solucié (G, GC)
amb les dues conegudes (B, BL1) i (P, PC). Aquesta
relaci6 vindra explicitada per les propietats basades
en els conceptes de poténcia d'un punt respecte d'una
circumferencia, eix radical de dues circumferéncies i
centre radical de tres circumferéncies.

Considerem (P, PC) i els seus punts M, M; i C, C; d’intersecci6 respectivament amb la cir-
cumfereéncia coneguda (B, BLy) i la circumferencia solucié (G, GC). Les rectes MM i CCy es
tallen en el centre radical F de les tres circumferencies i, per tant,

FM; -FM = FC, - FC = FT?,

en que Tj és el punt de tangeéncia de la circumferéncia solucié (G, GC) i la donada (B, BL1).

2lUtilitzarem una estratégia consistent en el tracat de circumferéncies auxiliars i en 1'Gs de les propietats
en que es basen els conceptes de poténcia d’un punt, eix radical de dues circumferencies i centre radical de
tres circumfereéncies. Aquesta és sovint utilitzada en 1’analisi i construcci6é de tangencies. Trobem aquestes
propietats en els Elements d’Euclides II1.35 a IIL.37, vegeu FiTzPATRICK [2008], pag. 104-108, HeaTu [1908],
pag. 71-77 de 'edici6 de 1956, NoLLA [2006], pag. 115-118 [2005] i Pra [2018], pag. 232-237. El concepte de
potencia d'un punt, tal com el coneixem, no apareix fins a I'obra de Jacob Steiner el 1826, vegeu FRritD [2010] i
STEINER [1826], pag. 22. Quant a als conceptes d’eix i centre radicals es troben per primera vegadaa GAULTIER
[1813], pag 1391 pag. 143. Sino es tenen aquestes eines a ma, aquest podria ser un bon moment per introduir-les
i fer-ne un relat.
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Llavors l'analisi s’ha acabat perque sabem cons-
truir T, a partir de F, el centre G = BT; Ns i, fi-
nalment, la circumferencia solucié (G, GC).

Quant a la construcci6é de T; hi ha possibilitats di-
verses. Una és a partir de que Iﬁl\F = 90° implica
que T pertany a la circumferencia de diametre FB.
Aquesta construccié coincideix amb la trobada al
lloc web de la nota 18.

Etapa 3 |Reversi6 al problema inicial.

Un cop construida (G, GC) només caldra reduir el seu radi per obtenir la circumferéncia
(G,GTy) = (G,GT) inicialment buscada. Aixi, per obtenir-la, construirem T = GC N (C,rq)
o T, = GT; N (B, BLy) i finalment tragarem (G, GT) o (G, GT3).

Si observeu el grafic hem construit les dues circumferencies solucié del problema amb tragat
més gruixut. Per a la nostra rosassa només interessa la circumferencia tangent situada més
amunt.
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* |Activitats|

@ 3.2.1. Acoloriu el model de la rosassa central que es presenta en I’annex 5.11. S40

@ 3.2.2. Feu una construccié amb GeoGebra dels cercles lobulats presentats a 1’apartat 2. |S41

a) Per als casos casos n = 41in = 6, utilitzant els valors dels radis respec-

tius dels lobuls, x = <\/§ — 1> r, x = %, sense recOrrer als valors dels
angles implicats per a la construccié del primer lobul.

360°

b) En general per a qualsevol 1, suposant construit el sector d’angle =~

que circumscriu el lobul.
Indicacié. En el segon apartat podeu idear construccions diverses per als centres dels lobuls.

a) Ultilitzar directament el resultat de la formula
rsina
X =",
1+ sina

en qué o = 180°/n, 1 x ir sén els radis respectius dels lobuls i de la circumfereéncia.
. ., X rsin
b) Aplicar el teorema de Tales, tenint en compte la relacié - = ——.
r r(l+sina)
c) Trobar el centre del 1obul com a incentre del triangle determinat pels costats del sector
circular i la tangent a la circumferencia pel punt mitja de I’arc d’aquest sector.

@ 3.2.3. Feu una analisi geometrica completa i la construccié de la solucié de la proposi- |S42

ci6 5 de I"Apol-lonius Gallus que hem presentat en |'apartat 3. Es a dir del problema rrc, sobre
la construccié dun cercle tangent, [exterior], a un cercle donat i dues rectes donades.

3.2.4. Feul’analisi del problema tractat a la proposici6 5 citada en 'activitat anterior uti- | S44
litzant el llenguatge algebric. Deduiu-ne una construccié amb regle i compas i executeu-la en
un document GeoGebra. Seguidament feu la mateixa construccié mitjangant la introduccié
directa en la linia de comandaments de GeoGebra del resultat obtingut en l'estudi analitic,
previa assignacié de les variables implicades a ’angle i segments implicats.

@ 3.2.5. Feu aproximacions al disseny de la rosassa central en que podeu utilitzar els es-
tudis fets en aquesta seccio6.
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4 Indicacions i propostes de resolucio de les activitats

4.1 Activitats de la secci6 1

1.1.1.a (E9) Fem notar que presentem els resultats en un llenguatge que no és adient per
als nivells de primaria i per a alguns de secundaria. Proposem que el professorat adapti els
simbols utilitzats a un llenguatge més proper a I’alumnat i que es treballi amb els models de
I'annex 5.3.

Observem simetries rotacionals amb centre el centre de la rosassa i angles 0°, 60°, 120°, 180°,
240° 1 300°. Les representarem respectivament per p,, n € {0,1,2,3,4,5}. També hi trobem
sis simetries axials amb els eixos determinats en el grafic de sota per les posicions de les pare-
lles de simbols s, p € {0,1,2,3,4,5} iguals de la corona. Aquests mateixos simbols Sp seran
utilitzats per representar les simetries.”” Presentem graficament, sobre el model esmentat
més amunt, ’aplicacié d"una rotaci6, po, de 120° i de la simetria axial sg.

22Graficament situarem la rosassa dins d’una corona circular de referéncia. Aquesta corona circular es man-

tindra fixada amb el nombre (0) a la part superior, amb la numeracié en sentit antihorari i té la funcié de marcar
la posici6 de sortida de la rosassa interior abans d’aplicar-li una simetria o una composicié de simetries.
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Quant a la composicié de simetries representem la corresponent a la rotaci6 p; seguida de la
simetria sy

A continuaci6 presentem la taula que resulta de fer totes les composicions de dues simetries,

o [ polp1|pa|ps|pa|ps|solsi|sa|ss|sa]ss
Po || P0|P1|P2|P3|04|P5]|S50 |51 |52|53|54]|55
P1]P1|P2]P3|P4|P5|0L0|S5 |50 |51 |52]|53]54
P2 || 02|03 |P4 |05 |P0|P1]|54|S5|50 |51 |52]|53
P3| 03|04 |05 |00 |P1|P2]53|S54|55|50]|51]|52
P4 P4|P5 |00 |P1|P2|P3|S52|53|54|55]50] 51
P5 || P5 | P0 | P1|P2|P3|P4]|51|S2|53|54|85]|50
S0 || S0 |S1|S2|53|54|S5|00|P1|P2|P3]|P4|P5
S1 |/ S1 |52 (53|84 |55|50|P5|00]|P1|0L2|P3]| P4
521152 (53|54 |55 |50|S51|P4|P5|P0|pP1]|P2]|P3
53153 |54 |55 |50 |51 |S52|0P3|P4|P5]|00]pP1]P2
54|54 |55 |S0 |51 |52 |53 |P2|0P3|P4|P5]P0]pP1
S5 || 55|50 |51 |52 |53 |54 |P1|P2|P3|P4|P5] L0

En el quadre podem veure que per a la composicié de dos simetries es compleix,
Spy_ ,sip—n >0 ,Sin+m <6
Spopn:{ p—n .]9 = pmopn:{p"+m _
Sp—n+6 ,Sip—n <0 OPntm—6 ,Sin+m=>6
S ,Sip+n<6 _ ,sig—p >0
Pnosp:{ p+n Lp Sqosp:{PqP lq—p=
Sp+n—6 ,Sip+n=>6 Pg—p+6 ,Siqg—p <0
Observacié. No calen dues opcions si considerem p, g, m, n com elements de Zg.
Per exemple, 53003 = 533 = 50 50001 =50-1 =5S5-1 = S5 53 053 = P3-3 = P0-
En gel’leral, SP O pn — Sp_n, pn o} Sp — Sp+n, pm e} pn — pn+m, Sq O Sp — pq_p .

Proposta d’ampliacié.

a) Estudi de la commutativitat de la composicié de simetries i de les seves inverses.
b) Construcci6 de la taula de composicié de simetries d"una rosassa Dj3.

c) Estudi general de la composicié de translacions, rotacions i simetries axials.
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1.1.1.b  Vegeu l'establiment d’hipotesi de la secci6 1.2, pagina 10.

1.1.2  (E9) Es mostra un exemple acolorit del model de 'annex 5.4.

1.1.3 (E9) En l'annex 5.5, trobareu la pauta que proporcionen els punts de tangencia, els
centres i els punts d’encreuament de la rosassa. També hi trobareu el disseny del motiu que
serveix per reproduir mitjangant rotacions la rosassa sense gruix.

1.1.4 (E9) Enl’annex 5.6, es proporciona el mateix model que en I’apartat anterior sense el
disseny del motiu a girar. Es tracta de repetir, ara amb regle i compas, I’acci6 del tragat.

1.1.5 (Eo) Per evitar dificultats i aconseguir un resultat més acurat, és aconsellable retallar
el model de I'annex 5.7, en més d'una etapa. Podeu ajuntar els plecs en dos o tres grups i
retallar en cada grup.
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1.2.1.a (E12) Seguiu les instruccions de la sintesi de la pagina 11. També podeu veure la
construccio pas a pas en https://www.geogebra.org/m/cjghjkz9.

1.2.1.b  Vegeu el llibre de GeoGebra https://wuw.geogebra.org/m/sxsuz4gs.

1.2.2  (E12) Enl'analisi utilitzarem les propietats,

a) L'angle « inscrit en un cercle i I'angle central B de I'arc que aquest subtendeix sobre el
cercle satisfan g = 2.

b) Siuna recta determina sobre unes altres dues rectes angles corresponents iguals, llavors
aquestes dues rectes s6n paral-leles.

Recordem el problema:

Donades una recta k, un punt A € k i una circumferéncia (P,PM), construir una
circumferencia (Q, QA) que passi per A, amb centre Q sobre k i tangent a (P, PM).

Analisi. Suposem el problema resolt i sigui T el punt de
tangeéncia. Sitracem les rectes TP i TA i observem que aquesta
ultima talla (P, PM) en K, llavors

PTK = QTA.
Aixo implica que els angles centrals corresponents son iguals,
és a dir,

KP] = AQL.

D’aquesta igualtat obtenim que les rectes k i PK sén paral-leles i 1’analisi s’ha acabat perqueé
a partir d’aquest paral-lelisme obtindrem K, després T i finalment Q que ens permetra tragar
la circumferencia tangent buscada. Observem que també es mostra una segona solucié.

Sintesi i construccié. Tracem,

— Pel centre P, la recta r paral-lela a la recta k donada.

— La recta que passa pel punt A donat i el punt K = (P, PM) Nr. Obtenim el punt de
tangencia T.

— Larecta per T i el centre P. Obtenim el centre Q sobre k de la circumferéncia buscada.

- La circumferéncia solucié (Q, QA).
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1.2.3 (E12) Farem una analisi geometrica utilitzant el llenguatge de 1’algebra.

Recordem que donades la circumferencia de centre P i radi conegut, la recta k i el punt A
sobre la recta, cerquem la circumferencia amb centre Q sobre k que passa per A.

Suposem el problema resolt, és a dir que hem trobat el punt Q. Posem noms a les linies per
passar al llenguatge de I'algebra. Considerem,

* r = longitud coneguda del radi de la circumferencia de centre P.

* g = PH, longitud coneguda del segment determinat per la distancia de P a la recta k en
que H és el peu de la perpendicular a k per P.

* b = HA, longitud coneguda.

* x = QA, longitud desconeguda del radi de la circumferencia buscada.

b-x

k
Apliquem el teorema de Pitagores a AQHP,

(r—x)? = >+ (b—x)?<=r*—b—a*>=2(r—b)x
2

= r+b—ra_—b:2x<:> (r+b—2x)(r—b) =a|. (1)

A partir d’aquesta condici6 sobre x podem cercar un segment que tingui la seva longitud
i, per tant, la posici6 del centre Q. Efectivament, la condicié ens fa pensar en el teorema
de l'altura aplicat a un triangle rectangle ASTP d’altura el segment a sobre la hipotenusa
construida sobre la recta k. Mirem de construir Si T i després esbrinarem la posicié de Q.

— A partir de (1) tenim HT = r — b i podem construir T portant el radi de la circum-
feréncia a partir de A sobre k.

— Podem construir S mitjangant la interseccié de la perpendicular a PT per P i tenim
HS =r+b—2x.

- Llavors QT = (b—x)+(r—b)=r—xiQS=(r+b—-2x)—(b—x)=r—x = Qés
punt mitja de ST.

— Conseglientment, Q es pot obtenir a partir de la interseccié amb k de la paral-lela a PS
pel punt mitja de PT, i aquesta tltima és la mediatriu de PT.
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1.2.4 (E12) La propietat utilitzada la podem enunci-
ar aixi: Donada l'ellipse d’eix major r i focus Ai P,
considerem la circumferencia C de centre A i radir i
una recta k que passi pel focus A. La mediatriu s del
segment d’extrems el focus P i el punt H d’intersecci6
de la recta k amb la circumferencia C, passa pel punt
Q del’el'lipse que pertany a la recta k. (A més aquesta
recta és tangent a l’el-lipse, pero aqui no ho utilitzem.)

Llavors la resolucié del problema enunciat és immediata. També ho és I'adquisici6 de la
intuicid, de cara a la construcci6, de considerar el punt H que resulta del trasllat de PM =
PQ+ QA = PT = PM a partir del punt A sobre k, en el punt clau de 'analisi de la pagina 11.

1.3.1 (E13) En el document GeoGebra : EE)
https://www.geogebra.org/m/vZIfuzYv tro- n=-5

bareu una animacié per visualizar el model T
epicicle-deferent. Si varieu els parametres e

tal com s’indica a la imatge, obtindreu una
aproximaci6 a la rosassa de la porta de [ ervita
I’Evangeli. En l'annex 5.8 trobareu una guia

per construir-la.

1.3.2 (E13) Considerem,

— Les circumferencies C; = (T,r; = TB)iC, = (5,7 = SH), H € (4, que roda sense
lliscar per l'interior de C;.

— L’angle de gir orientat « > 0 del punt S al voltant de T.

- L'anglede gira — = PTEE dels punts Q i P respecte del centre S, en que H és el punt
de contacte de les dues circumferencies, B < 0 és orientatid = SP.

— Les coordenades x, y, del punt P
respecte  d'una referéncia orto-
normal d’origen T, tal que al
principi del moviment &« = 0
iP=(r1—r2+4d,0).

Si C, roda sense lliscar per l'interior de Cy,
tenim 27try = n-2nryin =ry/rs.

A més, en no haver-hi lliscament,

(o —B)rp=wa-r1=a-n-r.
Pertant, a —f=n-aip=(1—n)- a.
Finalment, P = T+ TP = T—i—ﬁ—i—ﬁ,
implica que les coordenades de P sé6n

{ x = (r1 —rp)cosa +dcos((1—n)a)
y=(r1 —rp)sina +dsin((1—n)a).
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¢ . " rp—n .
Esadir,enserl —n=1—- — = , s’obtenen les equacions de P = (x,y),

] ]

r—r
X = (rl—rZ)cosa+dcos( ! 20c>

]
y = (ry —rp)sina — dsin (u zx) :
r2
e Interpretacié peran € Q
_n_P
. a4 o q
Considerem p,q € Z tals que (p,q) =11 L _nmn_p o _p-q
) q q
n= g Un punt Q fixat sobre la roda C;, inicialment sobre B, tocara p vegades C;, —la

hipotrocoide tindra p lobuls—, abans de tancar la seva trajectoria. Per aconseguir-ho,
caldran g voltes senceres de S al voltant de T.

rp—r —
1—-n= g — 1| La relacié de velocitats entre f i a és ! . 2 P70 amb signes contraris.
2
Aixo implica que mentre P i Q fan p — g voltes al voltant de S, aquest tltim en fa g al

voltant de T.

Observem dos exemples de hipotrocoide en les imatges. Les proporcions entre radis sén de
5/217/2. La trajectoria del primer té 5 lobuls i es tanca la trajectoria quan S i P han donat
2 i3 voltes respectivament. En el segon cas, hi ha 7 lobuls i es tanca la trajectoria després de
2 voltes de S i 5 voltes de P.

En el document https://www.geogebra.org/m/udngvpct trobareu una animacié GeoGebra
en que es pot comparar el disseny amb hipotrocoide i el tragat amb regle i compas. Una
de les observacions que es poden fer és que la idea del disseny pot néixer d'una intuicié
dinamica, de moviment, com és el cas de les Orbites que orbiten en una altra orbita i en aquest
caracteristica pot residir un dels seus valors simbolics; pero la seva execucié s’aproxima molt
més bé amb el regle i el compas amb la implicacié del concepte de tangencia. Vegeu més
documents sobre epicicles i hipotrocoides a https://www.geogebra.org/m/tawaucn3.
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4.2 Activitats de la secci6 2

2.1.1 (Eis) Es mostra un exemple acolorit del primer model de 'annex 5.10.

2.1.2.a (E1s5) Podeu llegir la descripci6é donada al principi de la secci6 2.1.

2.1.2.b  Els arcs apuntats equilaters es construeixen a partir de dues circumferéncies amb
els centres sobre el perimetre de 1’altra i en els extrems de la base de 1’arc. Quant al cercle, cal
dibuixar la mediatriu de la base de l'arc i temptejar sobre aquesta la posicié del centre fins
aconseguir un resultat acceptable. Comprovareu que el centre s’ha d’agafar a una distancia
de la base lleugerament superior a la meitat de la longitud d’aquesta. Si mesureu les dues
distancies i dividiu la major entre la menor obtindreu un resultat que s’aproxima a 1.2.

2.1.3.a (E15) Seguiu les instruccions de la sintesi de la secci6 2.1.

2.1.3.b  Vegeu el document GeoGebra https://wuw.geogebra.org/m/swtfzqqc.

2.1.4 (Eus)Ladiferencia entre els dos és igual a la quarta part de la base de I’arc. Préviament
cal demostrar que, en el grafic de la pagina 14, OM = 1/5/2 i la diagonal del pentagon pro-

posat mesura (1 + \/5) /2. Vegeu el document https://www.geogebra.org/m/ekuhbrkg.

2.1.5 (E1s5) Suposem el problema resolt. Sigui (O, OP) la circumferéncia buscadai AM = 1.
* Segons l'analisi de la secci6 2.2, A = AR =2 <\/5/2 — 1) =+5-26s coneguda.

e x = radi desconegut de la circumferéncia.
¢ y = OM, longitud desconeguda.
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2z Yy 14z Y+
A A M
R ! R L S
Apliquem el teorema de Pitagores sobre AAMO i ARSO,
(2—x)2-12=y? — 3—dx+x?=1>2
(1+x)2—-12=(y+A)? 2x + x2 = y? + 2y + A2
6x —3 — A?
= 6x—3=2y+ A =y= XT
Substituim a la primera equaci6 del segon sistema,
(402 —36)x% 4 (36 — 4A%)x +6A2 — A+ —9=0, A=+5-2.
Substituim el valor de A i obtenim 1’equacid,
4+/5x* — 4v/5x +29 — 12¢/5 = 0.
_3_ _9)2
Finalment obtenim pera xiy = 6x =3 (V5-2) els valors,
2(v5-2)
x=% 1+ 13—% , y=1—§+% 25 — 5v/5 ~ 0.9972101146 ~ 1 = AM|.

Per a la construccié amb GeoGebra i una comparacié amb 1'arc de les activitats precedents i
el de la secci6 segiient vegeu el document https://www.geogebra.org/m/swuvmjnn
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e Observaci6. Per a una construccié amb regle i
compas és interessant notar que s’ha obtingut OM ~ T
1 = AM. Llavors una construccié aproximada del
centre O, amb un error no perceptible a la vista, es
pot fer mitjancant la interseccié de la mediatriu de AB
amb la circumferencia (M, MA). Recordem que per
a una construccié més general amb regle i compas es ) M B
pot consultar la secci6 3. J’/ g { T I

2.2.1 (Ew7) Es mostra un exemple acolorit del segon model de I’annex 5.10.

2.2.2.a (E17) Podeu llegir la descripcié donada a l'inici de la secci6 2.2; alli es parla del
quadrilater curvilini resultant de la interseccié de dues vesica piscis. Cadascuna d’aquestes
resulten de la interseccié de dos cercles d’igual radi en que el centre cada centre esta sobre el
perimetre de l'altre cercle.

2.2.2.b Un cop feta la construccié de I’arc apuntat major i el quadrat curvilini a partir del
quadrat inicial, si no tenim en compte el resultat de 1’analisi de la figura, s’obté un resultat
forca acceptable amb el desplagament “avall”de la base PQ una distancia igual a 0.12 - BC.

2.2.2.c Vegeu el document https://www.geogebra.org/m/spssmtgh.

2.2.3.a (Ew) Utilitzeu el resultat de la sintesi d’aquesta seccié.

2.2.3.b  Vegeu el document https://www.geogebra.org/m/rvzpyd5s en que trobareu dues
construccions simultanies, la resultant de la sintesi d’aquesta secci6 i la que s’obté de l’apar-
tat 2.2.4 que segueix.
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2.2.4 (Ei7)Observem que CP = CT + TP = CB + MB. Llavors, Do 0
només cal prolongar CB fins a S de manera que BM = BS. O
sigui que buscarem el punt mitja M de AB, construirem la inter-
secci6 S de la circumferéncia (B, BM) amb la prolongaci6é de CB i,

finalment, construirem la intersecci6 de (C, CS) amb la prolonga-

ci6 de DA. Podeu veure la construcci6 en el document GeoGebra \( B
de I'enllag de I’apartat anterior. p M
Comentem que no es va tenir consciencia d’aquesta analisi més

simple amb posteritat a la més complexa en que utilitzavem el S

teorema de Pitagores.

4.3 Activitats de la secci6 3
3.1.1 (E19) Anomenem,
- 5, la simetria d’eix que forma un angle de # - 15° amb 1’eix de simetria vertical, en que
(0<n<11),

- pn gir d’angle n - 30° amb centre en el centre de la rosassa.
Llavors, sg - p4 = Sg # s4 = pa - So. Per tant podem afirmar que el producte no és commutatiu.

Aix0 no implica que en alguns casos particulars no ho pugui ser. Per exemple,

S4- P06 = S10 = P6 * 54-

3.1.2 (E19) Son rosasses del tipus Dg. Les dei-
xen invariants sis rotacions d’angles n - 60°, 1 <
n < 6,1 6 simetries axials, tal com es mostra a la
imatge.

3.1.3.a (E19) Es mostra un exemple acolorit del model de 'annex 5.12.




3.1.3.b Es una rosassa Cg. La deixen invariant vuit rota-
cions d’angles n - 45°, 1 < n < 8. El tipus de traceria amb
enllagos per damunt i per sota dels diversos llacos trenquen
'existencia de simetries axials. Una possible eleccié de mo-
tiu minim és la que es presenta acolorida en la imatge ad-
junta.

3.1.3.c En la imatge adjunta es mostra una possible alteraci6 del disseny de cara a acon-
seguir la introduccié de simetries axials en el grup de simetries de la figura. Amb motiu de
'existéncia de vuit simetries axials, s’observa que la regié que proporciona un motiu minim
queda reduida a la meitat de superficie que en el disseny original.

NN/

3.1.4.a (E20) En el primer cas trobem que la figura queda invariant per vuit rotacions d’an-
gles n-45°, 1 < n < 8. En el segon cas s’afegeixen vuit simetries axials al seu grup de
simetria. Consegiientment el motiu minim del segon cas resulta ser una de les dues meitats
del sector del primer cas.

AN ‘

3.1.4.b Vegeu https://wuw.geogebra.org/m/ygucsj2t.
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3.1.4.c A primera vista es podria pensar en que té sime-
tria rotacional d’ordre 4. Amb una mica d’atencié observem
que les col-leccions de segments que hi trobem, anul-len
aquesta possibilitat. En la imatge indiquem l’existencia
de simetries rotacionals d’angle 180°, amb centre en els
punts grocs, i simetries axials d’eixos en les linies verme-
lles. Aquest mosaic periodic es diu que és del tipus PMM.
El motiu minim és 'inclos en el rectangle més petitila cel-la
reticular és el contingut del rectangle gran. Les translacions
venen determinades pels segments orientats que constitu-
eixen els costats del rectangle gran.

A més de l'estrella tartessia observem tres rosasses, o estre-
lles, més, dues del tipus Dy i una de tipus Dg. També te-
nim la creu amb simetria D,. Si no existissin les col-leccions
de segments horitzontals i verticals a l'interior de 'estrella
tartessia i de la creu, el mosaic tindria simetries rotacionals
d’angles k - 90° i es pot comprovar que seria del tipus ano-
menat P4M.

Enl'enllag https://www.geogebra.org/m/p7pcwbq]j trobareu la generacié dinamica amb in-

dicacié de la cel-la reticular i el motiu minim.

3.2.1 (E27) Es mostra un exemple acolorit del model 5.11.

Qx /I
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3.2.2.a (E27) Per al cercle amb sis lobuls vegeu una
construcci6 animada en el document https://www.
geogebra.org/m/tphzd4t5. S’ha utilitzat que el radi de
cadascun dels lobuls és la tercera part del radi del cer-
cle. Llavors s’ha construit la tercera part d’aquest radi
aplicant el teorema de Tales.

Per al cercle amb quatre lobuls vegeu una construccié
animada en https://www.geogebra.org/m/h7jywudx.
S’ha construit el centre del 1obul mitjancant la diferéncia
entre un segment de longitud /21 el radi r.

Per a la visualitzaci6 de tots els l1obuls s’han utilitzat les
eines Rotacié i Seqiiencia del GeoGebra.

a) En el document https://www.geogebra.org/m/
bhge7uqy trobareu una presentacié en que s’ha in-
troduit directament la férmula del radi del lobul en
la linia d’entrada.

rsinu
X=-—
1+ sina

b) En el document https://wuw.geogebra.org/m/yacgrk2k es presenta una construccié
animada pas a pas, a partir de la relacié entre els radis i del teorema de Tales aplicat tal

com es veu a la imatge.

c) En el document https://www.geogebra.org/m/uwkyjwia es presenta una construccié
animada pas a pas de la cerca del centre del ldbul com a incentre del triangle apuntat

en la indicaci6 de I’enunciat.
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Podeu veure una aplicaci6 al disseny de la rosassa de l'esglesia de Sant Lloreng a Tar-
ragona, en el document https://www.geogebra.org/m/yvwzdhwu. La rosassa D4 del
centre s’ha construit mitjangant el meétode que resulta de restar el radi r de la circum-
feréncia central, del segment de longitud 2.

3.2.3 (E27) Seguirem les indicacions donades en aquesta seccié. Primerament reduirem el
problema al de tracar una circumferencia tangent a dues rectes donades i que passi per un
punt donat. Resoldrem aquest pel metode de 1’analisi i després revertirem la reducci6 inicial.

Reduim el problema rrc a un problema prr. Si suposem el problema resolt, sigui
(X, p) el cercle soluci6 tangent a les rectes s i t donades i al cercle (A, r) donat. Llavors el
cercle (X, p + r) sera tangent a dues rectes s’ i t’ paral-leles a si t1ia distancia p + r de X.
Tenim aixi plantejat un nou problema, el problema prr consistent a tragar el cercle (X, p + )
tangent a les rectes s’ i t' i que passa per A.
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Fem l’analisi del problema reduit. Suposem-lo resolt. El centre X de la circum-
ferencia es troba sobre la bisectriu m de les rectes s’ i . A més, aquesta circumferéncia passa
pel punt simetric A’ de A respecte de la recta m. Aixi, ara es tractara de construir una cir-
cumferencia per Ai A’, tangentas’.

Sifem K = AA'N ¢/, llavors KT’ = KA - KA’ en que T’ és el punt de tangencia de la circum-
ferencia amb s’. En aquest punt 1’analisi s’ha acabat perqué podem construir el punt T’ pel
teorema de ’altura, considerant el triangle rectangle AALA"” en qué KA” = KA"i KL és1'al-
tura. Un cop construit T es podra construir la perpendicular [ a s’ per T/, el centre X = m N1
i, finalment, la circumferéncia buscada (X, XT') = (X, p +1).

Revertim a la situaci6 inicial. La circumferéncia de centre X, tangent a (A,r),
és concéntrica amb la circumferéncia (X, XT') = (X, XA). Per tant, només caldra cons-
truirY =sNXToZ = AXN(A,r) ila circumferencia solucié (X, XY) = (X, XZ).

—Podeu veure la construccié amb totes les linies auxiliars implicades a https: //www . geogebra.
org/m/xzcbssk4.
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3.2.4 (E27) Estudiem el cas de tangencia exterior per a dues semirectes amb origen el punt
de tall de les rectes i suposem el problema resolt. En el grafic observem les dues rectes
donades s i t, la seva bisectriu m, el cercle donat de centre Q, les circumferéncies de centres
P i P’ que es volen construir i, (en la referéncia d’origen O = s N f i eix d’abscisses la recta s),

les variables,

(a,b) = coordenades del centre de la circumferencia donada
r=radi de la circumferéncia donada
« =angle de les dues rectes donades

(x,y) =coordenades de la circumfereéncia que es vol construir

Cercarem el valor de x en funcié de 4, b, r i del pendent A = tan (%) = % de la bisectriu m.

Pel teorema de Pitagores aplicat sobre el triangle rectangle d’hipotenusa PQ,

(r+Ax)> = (b—y)* = (a—x)?
e 212 Ax + 222 — b+ 2bAx — A%x% = a® — 2ax + %2
—= 20+ T+ x—r*+a®+b* =0

—

De cara a la construccié amb regle i compas de la solucid, observem les imatges d’aquesta
pagina i la segiient i les expressions en el valor algebric de x. Interpretarem aquestes expres-
sions en geometricament mitjangant la traduccié que proporciona el teorema de Pitagores i

x=a+(r+b)At \/(a+(r+b)A)2—(a2+b2—r2) :

la semblanga de triangles.

* a+ (r+ b)A suggereix que considerem el segment OL = aiel catet LS = (r+ b)A
del triangle rectangle ATLS, semblant al AOXP, determinat pel catet TL = b+, la

perpendicular TS a la bisectriu m per 'extrem T de TL i la recta s.
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* 4% + b? suggereix que considerem la hipotenusa OQ del triangle rectangle AOLQ de
catets OL =ai LQ = b.

e a% + b? — r? suggereix que considerem el catet OF del triangle rectangle AOFQ d’hipo-
tenusa OQ i catet r.

o (a+ (r+b)A)* — (a2 + b2 — 1) suggereix que considerem el catet SH del triangle rec-
tangle AOHS d’hipotenusa OS = OL + LS = (a+ (r+b)A)* i catet OH = OF =
a? +b* —r2.

De totes aquestes observacions podem obtenir les etapes de construccié segiient. Tracem,?’

(1) La bisectriu m de les rectes donades s i t.

(2) La perpendicular a M per T que talla s en S, tal que OS = OL + LS = a+ (r +b)A.
(3) El semicercle de diametre OQ = Va2 + b2.

(4) Elpunt F tal que OF = Va2 + b2 — 12, intersecci6 de (Q,r)iel semicercle de diametre OQ.

(5) El punt H tal que SH = \/(a + (r+b)A)* — (a2 4 b2 — 12), interseccié de (O, OF) amb
el semicercle de diametre OS.

(6) El punt X tal que OX = x, (per al valor menor de x), intersecci6é de si (S,SH). (Per al
valor major de x considerem la segona intersecci6 Y.)

(7) Elcentre P de la circumferéncia tangent buscada, interseccié de m i la perpendicular a s
per X. (D’igual manera, a partir de Y construim P’.)

(8) Les circumferencies tangents soluci6, (P, PX) i (P’, PY).

t

Triangles clau:
TLS, OLQ,
OFQ, OHS.

23En la imatge s’han indicat en linia discontinua els triangles clau que han permes fer la lectura geometrica
del resultat algebric amb l'ajut de la semblanca de triangles de cara a construir LS = (r + b)A i del teorema de
Pitagores en AOLQ, AOFQ i AOHS.
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Observacions finals.

— A partir del valor algebric de x es poden estudiar els “diorismds”, —condicions d’e-
xisténcia o no de solucions—. Es pot comprovar que coincideixen amb les que es poden
trobar per observaci6 directa del tragat.”* Per exemple, cal que es compleixi

(a+ (r+b)A)? — (2 +b*— %) >0,

r+asina .
. —r<b<——, si0<A<1
la qual cosa equival a cos a

—r<b, sil<A
— Una altra condicié que cal tenir en compte és el cas a® + b*> < r2. Aqui caldra escriure

el radical contingut en el valor de x com \/(a + (r+b)A)? 4 (r2 — (a2 + b?)). Llavors
s’obté una sola circumferéncia tangent entre les dues semirectes, la corresponent al
radical afectat del signe positiu. En la imatge es pot observar la construccié en que
s’han canviat dos dels quatre triangles clau de la construcci6 del cas anterior.

t

— Per a les construccions vegeu https://www.geogebra.org/m/hdddcshs.

— Queda com a proposta l'estudi dels casos de tangencia interior en que el valor obtingut
per a x, tenint en compte que la distancia entre centres és |r — y|, és

x:a+(b—r)Aj:\/(a—i—(b—r)}\)z—(az—l—bz—rz).

%4Sobre el terme diorismads podeu consultar NoLLA [2006], pag. 147-149
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A continuaci6 es presenten unes imatges amb les construccions que poden ser ttils
per acompanyar 'estudi. També les podeu trobar a https://www.geogebra.org/m/
jnrdxjqh.

Podeu accedir a una visualitzacié de la implementaci6 algebrica de les tangeéncies trac-
tades, en el document https://www.geogebra.org/m/jzmxabag.
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3.2.5 (E27) Vegeu els quatre dissenys treballats sobre la part central de la rosassa, els sec-
tors radials i el tracat conjunt en 1’apartat 'Rosassa central’ del llibre GeoGebra https://www.
geogebra.org/m/zpu8jrir#chapter/468129, dels quals es mostren algunes imatges.

Y Y.

-
®
N
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5 Annex

5.1 Sobre el meétode de ’analisi

En diferents parts d’aquest text recorrem a fer una analisi dels problemes de construccié per
tal de poder executar-la amb regle i compas o amb l’ajut del programa GeoGebra. Aquestes
analisis s’han fet de vegades utilitzant un llenguatge estrictament geometric i d’altres recor-
rent al llenguatge algebric. Dedicarem unes linies a la concepcié del metode de ’analisi en
els autors classics, Pappos d’Alexandria [11I-1V AD] i Descartes [1596-1650], les quals podreu
ampliar amb la consulta dels textos que s’ofereixen en les notes d’aquesta pagina.

e Pappos en el llibre VII de la Col-leccié Matematica presenta 1’analisi com un metode en que
se suposa resolta la demostraci6 o construccié que es vol fer, per treure’n conseqiiencies fins
arribar a una construccié o principi coneguts, o per arribar a una falsedat. En el segon cas
el que es vol demostrar seria fals o la construccié impossible. En el primer cas passariem a
la sintesi consistent a refer el cami recorregut en ordre invers fins ’establiment de la propo-
sici6 o construcci6 demanada. Aquests camins el recorre utilitzant propietats geometriques
conegudes i amb llenguatge estrictament geometric.”’

I'analisi és la via que parteix de la cosa buscada, considerada com a obtinguda,
per arribar mitjancant les consequencies que se'n dedueixen a la sintesi d'allo que s’ha
admes ...

e Descartes en el Discurs del metode, considera el tractament de linies com a xifres i, com hem
citat al preambul, <aixi recollia el millor de I'analisi geométrica i de I'algebra, i corregia tots el
defectes de I'una per I'altra>.?® En la Geometria, Descartes afegeix a la concepci6 de 1’analisi
de Pappos el fet d’identificar les linies amb xifres conegudes o desconegudes i la manera de
dur a terme el seu pla és, un cop suposat el problema resolt i donat nom a les linies, tro-
bar relacions entre les xifres conegudes i desconegudes, a partir de propietats geometriques
conegudes, fins arribar a expressar una mateixa quantitat de dues maneres diferents, (és a
dir a una equacio). Aixo fer-ho tantes vegades com linies desconegudes hi hagi. Finalment,
caldra eliminar les linies desconegudes fins que en quedi una de sola del grau que sigui.
Interpretem que ’analisi s’acaba quan troba les equacions, les quals resulten ser la sintesi de
totes les observacions fetes sobre les linies per 'aplicacié de propietats geometriques cone-
gudes. La resolucié d’aquestes equacions permetra construir la soluci6 del problema.?”

si volem resoldre un problema, caldra en primer lloc suposar-lo ja resolt i donar
noms a totes les linies que semblin necessaries per a construir-lo, tant aquelles que sén
desconegudes com les altres. Després, sense fer cap diferéncia entre aquestes linies
conegudes i desconegudes, cal recérrer la dificultat segons I'ordre que mostra, de la
manera més natural entre totes, de quina manera depenen les unes de les altres, fins que
s'hagi trobat la forma d'expressar una mateixa quantitat de dues maneres: aixo és el que
s'anomena una equacié ...

ZPer a un estudi del metode de I'analisi en la Greécia classica i el text de Pappos amb la seva concepcié
d’aquest metode podeu consultar NoLLA [2006], pag. 127-152,394-3951 EECKE [1933].

2Vegeu ADAM-TANNERY [1902], VI, pag. 201 QuinTAs [1981] pag. 17.

Vegeu ADAM-TANNERY [1902], VI, pag. 372 i seg., PLA-VIADER [1999], pag 17 i seg. i QuinTAs [1981],
pag. 2821 seg.
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5.2 Francois Viete i I’Apollonius Gallus

En la historia de la matematica Frangois Viéte és entre d’altres coses conegut, per la se-
va algebra o Ars analytica, com ell preferia anomenar. Aquesta feu de pont entre ’algebra
retorica arab i I’algebra simbolica moderna. Es diferenciava de la moderna en que era sinco-
pada, és a dir mesclava paraules del llenguatge habitual amb algunes abreviatures i lletres
per les quantitats. Incorporava la novetat de diferenciar amb diferents tipus de lletres els
parametres, —quantitats donades o conegudes—, de les incognites en una equacié. Aixo era
molt important de cara a donar solucions generals per diferents tipus d’equacions i proble-
mes.”® Aquest no era 1'tinic camp en qué va treballar, aixi la geometria també es trobava
entre els seus punts d’interes. En la la seva obra 1’Apollonius Gallus resol el problema de la
construcci6 del cercle tangent a tres cercles donats. Alli es pot percebre el coneixement que
tenia dels diferents tipus de problemes geometrics i el seu tractament per part dels autors
classics. De fet I'obra és un intent de reconstruccié del tractat Tangeéncies d’ Apolloni del qual
no es té cap coOpia i només era i és conegut per la noticia que en déna Pappos d’Alexandria. A
continuaci6 s’exposa la dedicatoria que fa a Adrien Romain ’any 1957 en carta manuscrita.”’

Eminent Adrien, he proposat als amants de les matematiques el tractament per un
metode geometric i no per un metode mecanic del problema de la construccié d'un
cercle al qual toquen tres cercles donats.’’ Quan es toca el cercle mitjancant hiperboles,
no es tracta el problema amb habilitat. Efectivament no es pot tracar la hiperbola per
la geometria en el sentit docte del terme. Menecme ha duplicat el cub per la parabola.
Nicomedes per la concoide, significa aixd que el cub ha estat duplicat geometricament?
Dinostrat ha quadrat el cercle gracies a la seva espiral irregular i Arquimedes gracies a la
seva espiral regular, significa aixo que el cercle ha estat quadrat geomeétricament? Ningt
anomenara aixo geometria. Euclides i tota la seva escola protestarien. Aixi, eminent
Adrien, i, si tu m'ho permets, Apolloni belga, en ser el problema que he proposat pla
i ser la teva resolucié solida,®' per aquesta rad, no pots assegurar la interseccié de les
hiperboles de la que has fet hipotesi per les necessitats de la causa i, fins i tot ara, no
pots fer-ho ja que si de fet les asimptotes sén paral-leles els teus esforcos seran indtils.
D’altra part els antics han temut sempre descriure les seccions coniques en el pla. Aixi
que renuncia a les linies mixtes i apren ara de bon grat, d'un Apolloni ressuscitat a la
vora de I'Ocea aquita, una tecnica enginyosa i docta. Pappos ha reduit els problemes
sobre el contactes d'Apolloni de Perge a deu: jo els resoldré un a un segons |'ordre que
semblara més oportu.

Es remarcable la quantitat d’informacié que déna en poques linies sobre els problemes de
construccié geometrica. Des d’aqui es podrien propiciar linies de recerca entre I’alumnat que
facin referencia als problemes classics, als problemes de construccié amb regle i compas, al
tragat de corbes i a les relacions amb 1’algebra.*?

2Vegeu BovER [1968], pag 385-389 de la traducci6 espanyola.

29Sobre aquesta dedicatoria vegeu BOYE [1998], on es poden trobar, a t. 1 pag. 22-27 les circumstancies que
la motiven, a t.2 pag. 23-24 la traducci6 al frances que s’ha utilitzat per la versi6 d’aquesta paginaia t.2 pag. 8
el text llatf de I'edici6 de 1646.

30« al qual s6n tangents tres cercles donats”.

$117afirmacié que el problema és pla possiblement fou obtinguda de la seva algebra, des de la qual hauria
pogut descobrir que el problema era de segon grau i per tant pla, és a dir construible amb regle i compas.

32Per estudis i activitats sobre els problemes classics i les coniques vegeu NoLLA [2006], pag. 277-328.
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5.3 Model per experimentar les composicions de simetries

A continuaci6 trobareu tres figures, les quals hem representat damunt en grandaria reduida.
Cal retallar les dues primeres pel perimetre exterior i empegar-les pel darrere, de manera que
coincideixin els nombres. Amb aquest objecte podrem simular les simetries axials girant 180°
al voltant dels eixos que hi ha dibuixats. Per a les rotacions només caldra fer-lo girar sobre
l'interior de la tercera figura, al voltant del seu centre.
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5.4 Model de rosassa per acolorir




.5 Model pautat per dibuixar la rosassa a ma alcada




5.6 Model pautat per dibuixar la rosassa amb regle i compas




5.7 Model de rosassa de la porta de I’'Evangeli per plegar i retallar

> 4
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5.8 Activitat sobre el model epicicle-deferent per a 3r d’ESO

Epicicles

Construccio amb el programa GeoGebra

Ramon Nolla
Departament de Matematiques
Ins Pons d'lcart

Model geométric utilitzat a I'antiga Grécia per explicar els
moviments aparents dels planetes, el Sol i la Lluna, consistent en
que aquests es mouen en un cercle (epicicle), el centre del qual es
mou en un altre cercle (deferent).

Eines que s'utilitzaran.

21O D] oA po| | /@

Punt Circumfe Circumfe Punt Punt en Rotacid segment Lloc Casella
lliscant réncia réncia un al voltant geométric de
donats el donats el objecte d'un control
centre i centre i punt per
un punt el radi mostrar
amagar

Etapes de la construccio.

a=2 || Cligueu sobre la part superior de la finestra de dibuix i en la finestra emergent completeu:

|| —— ® Nombre/Nom=rao/min=-5/max=5/Increment=0.1

5. ||2=2 Cligueu sota el punt anterior en la finestra de dibuix i en la finestra emergent completeu:
N ® Nombre/Nom=a/min=0/max=5/Increment=0.1

3. ||a=2 Cliqueu sota el punt anterior en la finestra de dibuix i en la finestra emergent completeu:
e ® Angle/Nom=a/min=0"/max=3600°/Increment=0.2°

a @ Feu clic sobre la finestra de dibuix (aquest punt sera el centre). Torneu a fer clic sobre la finestra
i de dibuix (per aquest punt passara la circumferéncia)

5. .A Cliqueu sobre el perimetre de la circumferéncia (4.) per crear un punt

L

6 Cligueu sobre el punt resultant de (5.), després cliqueu sobre el centre de la circumferéncia (4.) |
' d} * || escriviu @ en la finestra emergent per a I'angle de gir o rotacio

7 @ Feu clic sobre el punt resultant de (6.) (aguest sera el centre). Escriviu @ en la finestra emergent,
' per al radi

8. .A Cliqueu sobre el perimetre de la circumferéncia (7.) per crear un punt

9 :'\ Cliqueu sobre el punt resultant de (8.), després cliqueu sobre el centre de la circumferéncia (7.) |
||~ *|| escriviu rao a (amb un espai entre rao i &) en la finestra emergent per a I'angle de gir o rotacié

10 Construiu dos segments: El primer des del centre de la circumferéncia (4.) fins el centre de la

circumferéncia (7.) i, el segon, des del centre de (7.) fins el punt resultant de (9.)

11 § Cliqueu sobre el punt resultant de (9.) i després sobre el punt lliscant a. (Apareixera el
: recorregut o orbita del punt resultant de {9.))

®|| Cliqueu sobre la finestra de dibuix. En la finestra emergent escriviu orbita a la llegenda i, després

12.| |/ S ] : . o 15 4.
cligueu sobre I'érbita. Finalment cliqueu sobre Aplica. (Servira per mostrar o amagar |'orbita)

Obriu les propietats del punt lliscant e i actualitzeu les pestanyes de la manera seglient
13. — Basic: animacio activada
— Punt lliscant: Velocitat =0.2 / Repeteix = Creixent
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5.9 Activitat sobre el model epicicle-deferent per a 1r de BAT

El model epicicle—deferent. Activitat

RAMON NOLLA
Departament de Matematiques
Ins Pons d’Icart

Introduccioé

El model epicicle-deferent fou creat per explicar el moviment aparent del Sol, la Lluna i els
planetes, —observats des de la Terra constituida en centre de I’'Univers—, projectats sobre el
fons o esfera dels estels fixos.*

Aquest model resulta d"'una combinacié de moviments circu-
lars uniformes. Concretament descriu la trajectoria d'un punt
P, —planeta—, que es mou uniformement sobre un cercle, epi-
cicle, el centre S del qual es mou uniformement sobre un altre
cercle, deferent, de centre fix T,—Ila Terra, centre de I'Univers—.

Claudi Ptolemeu (s.11) en la seva obra sobre astronomia Sintaxi (o col-leccié) Matematica,** en
fa un s magistral per explicar la irregularitat del moviment erratic dels planetes. També
hi afegeix diverses correccions per tal d’ajustar el model a les observacions més acurades
d’aquests moviments sota la volta de les estrelles fixes.

Activitat

L’activitat es dividira en dos apartats:

Part I. Estudiareu diferents tipus d’equacions de les trajectories /y_
resultants del model epicicle-deferent en el cas particular de K
la corba anomenada astroide. Ho fareu a partir de les equaci- » @

ons parametriques dels dos cercles. En aquest cas el radi de
l'epicicle és igual a una tercera part del radi del deferent. La
relaci6 de velocitats del punt P que es mou sobre 'epicicle i T|AC T
del centre seu centre S és de 3 a 1, en sentits oposats. ! |

Un cop trobades les equacions en fareu una presentacié en un document GeoGebra.

Part II. Creareu una visualitzacié dinamica en un segon document GeoGebra del cas general
a partir de les equacions parametriques de la trajectoria de P. Els radis de 'epicicle i del
deferent i les velocitats del centre S de I’epicicle i del punt P que es mou per ’epicicle
seran parametres que es podran variar per tal de poder visualitzar diferents tipus de
trajectories.

*Vegeu l'annex.

3 Aquest tractat és també conegut pel nom Almagest, —hereu de la denominaci6 arab al-majistr derivada
del grec antic megiste, peyioty, “el més gran”—, en comparacié a una altra colleccié de tractats d’autors grecs
anteriors, qualificada de menor.
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PART I. Considereu una referéncia ortonormal amb origen el centre del cercle deferent de
radi igual a tres unitats. Recordeu la relaci6 entre els radis dels dos cercles i les velocitats
dels dos punts, S i P, implicats en la determinacié de la trajectoria.

a) Trobeu les equacions parametriques del punt P. (El parametre «a escollit sera I'angle
descrit pel punt S, al girar al voltant del centre T del deferent, a partir de la direcci6é
positiva de l'eix de les abscisses.)

b) Simplifiqueu les expressions obtingudes mitjangant1'ts de les identitats trigonometriques
que expressen sin(3wa) i cos(3«) en funcié de sina i cos a.

c) Elimineu el parametre a per tal d’obtenir una equacié implicita amb radicals de la tra-
jectoria que relacioni directament les dues coordenades x i y de cada punt P de la tra-
jectoria. (Recordeu que sin®« + cos®>a = 1.)

d) A partir del resultat anterior, obteniu una altra equacié implicita de la trajectoria en que
no apareguin radicals.

e) Elaboreu una construccié GeoGebra en que es visualitzi dinamicament la creaci6 de la
trajectoria, a partir de les equacions parametriques, i en qué es comprovi que les dues
equacions implicites obtingudes sén correctes. Podeu seguir les instruccions segiients:

(a) Creaci6é d'un angle variable amb 1’eina punt lliscant: Angle = a. min = 0°. max =
360°. Increment = 0.1°. Velocitat = 1. Repeteix = creixent.

(b) A lalinia de comandaments escriviu:

i) T = Interseccié(EixX, EixY').
ii) Circumferencia(T,3)
iii) S = (3cos(),3sin(x)).
iv) Circumferencia(S,1)
v) P = (4cos(a)3,4sin(a)3).
vi) Corba(4cos(t)'3,4sin(t)"3,t,0°, )
vii) Corba(4cos(t)"3,4sin(t)"3,t,0°,360°)
viii) x°(2/3) +y(2/3) =4°(2/3)
ix) 432x2y2 — (16 —x2—y2)3 =0
(c) Creeu tres caselles de control per mostrar/amagar cadascuna de les tres tltimes
construccions.

PART II. Considereu, igual que abans, una referéncia ortonormal amb origen el centre T
del cercle deferent de radi qualsevol. Anomeneu

— 11, rp els radis del deferent i de 'epicicle de centre S.

— p-a, q-alesvelocitats del punt Pi S, en qué p,q € Z i« és un angle variable.

a) Trobeu les equacions parametriques del punt P. (El parametre sera «.)

b) Elaboreu una construccié GeoGebra en que es visualitzi dinamicament la creaci6 de la
trajectoria. Podeu seguir les instruccions segtients:

(@) Creaci6 d'un angle variable amb 1’eina punt lliscant: Angle = a. min = 0°. max =
360°. Increment = 0.1°. Velocitat = 1. Repeteix = creixent.

(b) Creaci6 de dos punts lliscants numerics 71 i 72 per als radis. min = 0. max = 10.
Increment = 0.1.
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(c) Creaci6 de dos punts lliscants numerics p i g per al control de velocitats. min = 0.
max = 100. Increment = 1.
(d) A lalinia de comandaments escriviu:

i) T = Intersecci6(EixX, EixY).
ii) Circumferencia(T,r1)
iii) S = (r1 cos(q w),r1 sin(q a)).
iv) Circumferencia(S,r2)
v) P = (rlcos(qua)+r2cos(pa),rlsin(ga)+r2sin(p «)).
vi) Corba(rlcos(qt)+r2cos(pt),rlsin(qt)+r2sin(pt),t,0° a)
vii) Corba(rlcos(qt)+r2cos(pt),rlsin(qt)+r2sin(pt),t,0° 360°)
(e) Creeu una casella de control per mostrar/amagar 1"tltima construccié.

Indicacié sobre el treball manuscrit. Els apartats 1 a 4 de la Part I i l'apartat 1 de la Part II,
es presentaran per escrit. Es raonaran tots els passos que es fan. També s’incloura una intro-
ducci6 descriptiva del model epicicle-deferent, situant-lo en context historic i citant les fonts
d’informacié. Afegireu algunes consideracions que hageu tractat a les classes de Filosofia.

Annex

Des de I’ Antiguitat fins I’arribada de la teoria heliocentrica de Copernic (s.XVI), es considera-
va de manera majoritaria que aquesta esfera contenia fixats interiorment a la seva superficie
totes les estrelles excepte el Sol, de manera que les seves distancies relatives no variaven i
que donava una volta a la Terra en quasi bé un dia de temps solar, (dos passos consecutius
del Sol pel meridia de 1'observador).”

El Sol, els planetes i la Lluna es movien a l'interior
d’aquesta esfera a diferents velocitats de manera que
les estrelles de fons sobre les que es projectaven canvi-
aven dia a dia. A partir d’aquestes projeccions fetes
diariament, es podia tracar la trajectoria que cadas-
cun d’aquests astres seguia al llarg de la volta celes-
te. Aquesta trajectoria es completava quan l’astre es
trobava en la mateixa posicié respecte el Sol i es pro-
jectava sobre el mateix fons d’estrelles que a l'inici de
I'observacié. En el cas del Sol en resultava una tra-
jectoria circular de Oest a Est que es completava en
aproximadament 365.256 dies solars.

Per als planetes, aquesta trajectoria variava en cada cas i no sempre en la mateixa direccio.
Per exemple, Mercuri tardava set anys en completar-la i també es movia d’Oest a Est pero
amb 22 intervals de canvi de direcci6, Est-Oest, fase del moviment que rep el nom de retro-
gradacié. Aquest comportament erratic fou el que origina la recerca de models per explicar-lo
i la creaci6 del model que ens ocupa.

Un missionnaire du moyen age raconte qu'il avait trouvé le point
ot le ciel et la Terre se touchent...

?La imatge és d’un gravat que apareix en 1’obra de Camille Flammarion, L'atmosphere: météorologie populaire,
[1888]. Extreta de https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k408619m/£168.image.texteImage
Per a un estudi del tema vegeu Norwood Russell HaNsoN [1973], Constellations and Conjectures, traduida
a Alianza Editorial com Constelaciones y conjeturas, 1978. Ofereix, —com diu a la contraportada d’aquesta
dltima—, una historia de I'astronomia fins a Kepler i una filosofia de la ciéncia astronomica al fil de la seva
evolucio, presentada com una interaccié de prediccions sense explicacions i d’explicacions sense prediccions.
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5.10 Models d’arcs decoratius per acolorir
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5.12 Model de la rosassa del Claustre basada en una estrella tartessica
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