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Art i ciència
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Introducció

Els sangakus constituien una manifestació de la matemàtica japonesa, wasan, de
l’època Edo (1600-1868). Eren tauletes de fusta que contenen problemes
matemàtics, en la seva majoria geomètrics, que es penjaven de les parets i ràfecs de
les teulades dels temples budistes i santuaris sintoistes.

Santuari Kaizu Tenma (pref. Shiga)
(520 cm de llargària)

Santuari Aga (pref. Hyugo)
1879. (163 x 58 cm)
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Introducció

Presenten composicions atractives,
de cercles, poĺıgons, el·lipses i figures
tridimensionals amb la proposició de
problemes.

Algunes contenen les solucions i
quasi mai el procediment.

Se’n conserven al voltant de mil i hi
ha registres de més de mil set-centes.

La més antiga conservada és del
1683, (pref. Tochigi), i la més antiga
enregistrada és del 1668, (diari de
Yamaguchi Kanzan [1781-1850] en
un viatge pel Japó).

Registre Temple Sekisuiji. (pref Nagano)
(178× 76 cm)

http://www.wasan.jp/index.html
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Introducció

Confuci diu: “Hauŕıeu de dedicar tot el vostre temps a estudiar, oblidant els àpats i

prescindint de dormir”. Les seves paraules són valuoses per a nosaltres. Des que era un

nen, he estat estudiant matemàtiques i llegint molts llibres de matemàtiques. Quan tenia

algun dubte, visitava i consultava al matemàtic Ono Eijyu. Agraeixo els ensenyaments del

meu mestre. Per la seva bondat, vaig a penjar un Sangaku en aquest temple.

Dedicatòria i sangaku penjat per Saito Kuninori [1828].
Temple Kitamuki Kannondo. Ueda (Nagano).

Extret i tradüıt de Fukagawa–Rothman [2008]
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Art i ciència
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Introducció

Santuari Katayamahiko. (pref. Okayama)
1873. (162 x 88 cm)
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Introducció

Santuari Suwa. (pref. Nagasaki)
1887. (215 x 107 cm)
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Introducció

Santuari Isaniwa. (pref. Ehime)
1850. (111 x 86 cm)
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Introducció

Santuari Isaniwa. (pref. Ehime)
1850. (75 x 91 cm)
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Introducció

Santuari Mizuho (pref. Nagano)
1800. (160 x 58 cm)
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Introducció

Santuari Haguro (pref. Yamagata)
1823. (450 x 150 cm)
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Introducció

Santuari Takasago (pref. Hyogo)
2000. (134 x 54 cm)
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Índex

Introducció
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Introducció

D’un temple que va ser destrüıt
Penjat el 1814 i descobert el 1994
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Introducció

El costum de penjar sangakus

Des de segles abans de
l’època Edo, els fidels
sintoistes feien ofrenes als
déus, (kami), en els
santuaris.

Era un costum oferir un
cavall, o una representació
d’aquest sobre una tauleta.

Amb el temps els motius de
les tauletes es diversificaren.

Ema Kano Sansetu 1637 ?

http://pinterest.com/shibuikotto/ema-votive-paintings/
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Introducció

Vaixells penjats a l’esglèsia de Sant Maǵı al carrer del Portal del
Carro de Tarragona
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Introducció

Annick Horiuchi ha escrit l’obra més exhaustiva en llengua occidental sobre
wasan. Fa referència a la competència entre escoles a [Horiuchi] [1998].

“La moda de les tauletes, en la qual s’ha vist
durant molt de temps la prova que aquesta
ciència [wasan] era desenvolupada com un pur
entreteniment, s’inscrivia en un context històric
prećıs marcat per la creixent difusió de la
disciplina en el món rural, la professionalització
dels mestres de la capital i, finalment, la forta
competència entre les escoles. En aquest context,
les tauletes juguen el paper d’instruments de
comunicació i de publicitat, còmodes d’ús,
econòmics, eficaços i més espectaculars que els
tractats.”
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Wasan

wasan
?
= matemàtica

Definició estandard Traducció literal

wasan matemàtica (san)
japonesa (wa)

càlcul o aritmètica (san)
japonesa (wa)

matemàtica Ciència que tracta de la
quantitat i de la forma tot
estudiant-ne, des del punt de
vista lògic, les seves relacions
i estructures. (DIEC)

Allò que és objecte d’instrucció i d’es-
tudi (µάθηµα–mathema). Aix́ı, ma-
temàtic significava estudiòs i, segons
Plató, (República, VI 505a) l’objecte
de l’estudi suprem és la idea del Bé.

El nom matemàtica adoptat a occident sembla implicar la creença en un cert tipus
de coneixement transcendent proporcionat per aquesta matèria. Aquesta creença
no la trobem en el wasan i possiblement per això no queda reflectit en el seu nom.
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Sangakus

Ramon Nolla
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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El nom matemàtica adoptat a occident sembla implicar la creença en un cert tipus
de coneixement transcendent proporcionat per aquesta matèria. Aquesta creença
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Wasan. Apunt històric

El wasan es desenvolupa durant el peŕıode Edo [1600–1868].

Peŕıode de pau amb el govern en mans dels Tokugawa i amb seu a Edo.

Els guerrers (samurais) es converteixen en mestres itinerants o d’escoles rurals
(juku).

El páıs es tanca (sakoku) i queda
äıllat. S’expulsa els portuguesos i
s’eradica el cristianisme en la
dècada del 1630.

L’únic contacte amb Occident
fou, sota grans restriccions, amb
els comerciants holandesos
confinats en l’illa artificial de
Deshima de 200 per 70 metres,
en el port de Nagasaki.
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Wasan

Apunt històric
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Wasan. Art i ciència

Santuari Souzume (Okayama), 1861.
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Wasan. Vessant art́ısitica

Es manifesta públicament en l’elaboració de sangakus d’execució molt acurada
i en què el component estètic resideix en,

La plàstica de les presentacions.
El procediment (jutsu) de resolució, -quan hi és-, molt conćıs i de gran claretat,
el qual pot amagar una anàlisi i uns càlculs de gran complexitat.

N’hi havia d’un gran nivell de dificultat,
que només es podien resoldre gràcies a la
gran activitat desenvolupada en la
vessant cient́ıfica.

L’adjectiu art́ıstic li escau, a més dels motius estètics, pel tipus d’organització
de les escoles, similar al model “iemoto”, (cap de l’escola), que seguien les
escoles d’arts tradicionals japoneses, (flauta, cerimònia del té, arranjaments
florals, etc).
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Wasan. Vessant cient́ıfica

La trobem en el contingut dels tractats
escrits per l’elit de la capital Edo en què
es desenvolupen recerques de més alt
nivell.

Aquestes adopten i assimilen durant bona
part del segle XVII la tradició xinesa per
després trencar (fer-la evolucionar ?) amb
ella i desenvolupar formes pròpies de
recerca.

Imatge que acompanya al càlcul de π en el Katsuyō
Sanpō, (Compendi de mètodes matemàtics), de Seki
Takakazu. Publicat el 1712 i escrit abans de 1680.
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Wasan. Vessant cient́ıfica

Influència xinesa. Tractats principals.

Jiuzhang suanshu, (Nou caṕıtols de l’art
-procediments- del càlcul), s. i.

Suanxue quimeng, (Introducció a la
ciència del càlcul), 1299. Zhu Shijie

Suanfa tongzong, (Bases unificades dels
mètodes del càlcul), 1592. Cheng
Dawei

Els nou caṕıtols
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Wasan

Apunt històric
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Wasan. Vessant cient́ıfica

Tractats principals de l’assimilació xinesa,

Jinkōki, (Tractat inalterable), 1627.
Yoshida Mitsuyoshi.

Jugairoku, (Registre de Jugai), 1639.
Imamura Tomoaki

Sanso, (Expositor de matemàtiques),
1663. Muramatsu Shisekiyo

Kokon sanpōki, (Tractat de
matemàtiques antigues i modernes),
1671. Sawaguchi Kazuyuki

Taules de multiplicar. Jinkōki,
1627, edició de 1641.
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Extracció de l’arrel quadrada de 15129. La resposta és 123.
Jinkōki, 1627, edició de 1641.
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Índex

Introducció
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Wasan. Vessant cient́ıfica

Actors principals del trencament amb
(evolució de ?) la tradició xinesa,

Seki Takakazu [1640?-1708]

Takebe Katahiro
[1664-1739]

Seki Takakazu
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Wasan. Àlgebra i geometria

En la tradició xinesa, l’àlgebra és una eina per resoldre problemes, i quan
s’estudia amb independència d’aquests està orientada millorar-ne de les
tècniques de resolució.

En la tradició japonesa hi ha un esforç de generalització, de presentació
abstracta i d’estructuració dels processos de resolució.

És un àlgebra instrumental com la xinesa
(utilitzen els reglets de càlcul), però
introdueixen novetats en la seva versió
escrita. Aix́ı les dades poden ser, a més de
numèriques, literals.

Això permet ampliar el seu camp de recerca
amb l’estudi de les condicions per a
l’existència de solucions i la compatibilitat de
les dades d’un problema.
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Determinants

Problema 5

Enri: El principi
del cercle

Bibliografia

Wasan. Àlgebra i geometria

Els avenços en el domini de l’àlgebra els permeten
l’obtenció de resultats geomètrics per camins
alternatius als de la tradició occidental. Un dels
exemples a destacar és el de la recerca sobre màxims i
ḿınims, lluny de les eines del càlcul diferencial
utilitzades a Europa.

Per establir les equacions algèbriques que determinaran
les solucions dels problemes geomètrics, utilitzen
principalment les regles de:

La ”base-perpendicular-hipotenusa”(teorema de
Pitàgores)
La ”doble hipotenusa-perpendicular”(càlcul de l’altura
d’un triangle, en funció dels seus costats, a partir dels
dos triangles rectangles que determina).
La semblança de triangles rectangles.

Jinkōki. Càlcul del costat d’un quadrat inscrit en un cercle
de diàmetre conegut.
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Jinkōki. Càlcul de la distància entre dues persones i de l’altura d’un arbre amb
l’ajut de la semblança.
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Wasan. La matemàtica segons Takebe

En el Tetsujutsu sankei, (Tractat sobre el
procediment [o tècnica] per acumulació [o
connexió d’exemples o casos particulars
estudiats]) de 1722, Takebe presenta d’una
manera molt didàctica el seu mètode
(tetsujutsu) de recerca i l’objectiu de les
matemàtiques. En el prefaci en fa l’exposició
i mitjançant dotze exemples en mostra la
eficàcia.

Valor de π en el Tetsujutsu sankei
3.1415926535897932384626433832795028841972
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Wasan. La matemàtica segons Takebe. Prefaci

“El tetsujutsu no és altra cosa que esbrinar per l’acumulació fins assolir la
comprensió del principi (ri) dels procediments.
Entre els mètodes de recerca hi ha el que es basa en el principi i el que es basa en
els nombres.
Si la investigació d’un cas no és suficient per trobar el principi, se n’estudien dos.
Si dos no són suficients se n’estudien tres. I si el principi del procediment està
profundament ocult, si es manté la recerca en multiplicitat de casos, s’arriba
sempre a un punt de maduració de manera que serà impossible no trobar-lo.
...
Les matemàtiques consisteixen en l’establiment de regles (hōsoku), l’aclariment del
principi dels procediments i el càlcul dels nombres. Quant a aquesta tasca, es dirà
que és “conforme” (jun, directa), si el principi és discernit, si el procediment és
explicitat i si els nombres són calculats amb l’ajut del procediment. Es dirà que és
“contrària” (geki, inversa), si el procediment és avaluat mitjançant els nombres i si
el principi és trobat amb l’ajut del procediment. El “conforme” i el “contrari” es
troben reunits en el tetsujutsu.”
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Wasan. La matemàtica segons Takebe

Recerca ”per mitjà del principi”(conforme)

Resideix en el geni i la intüıció nascudes de l’atenció, la qual porta a una visió
directa de la font de comprensió del problema o procediment estudiat.

Segons Takebe, un representant privilegiat és el mètode del tianyuan que,

Parteix del principi de la introducció de l’element desconegut, (celestial).

L’utilitza per establir una equació a partir de les condicions del problema.

I, finalment, amb una regla que només implica multiplicacions i sumes
aplicades d’una manera recurrent, dóna la solució d’una classe molt gran de
problemes.
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Wasan

Apunt històric
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Wasan. La matemàtica segons Takebe

Recerca ”per mitjà dels nombres”(contrària)

Consisteix en l’elaboració de temptejos de càlcul sobre valors numèrics concrets per
tal d’orientar els matemàtics sobre el resultat quan el ”principi”és de dif́ıcil accés.
No hi ha una visió directa de la font del problema o procediment, sinó que s’hi
arriba per una marxa inversa a l’anterior.

Un exemple el proporcionen els procediments de l’enri, (principi o teoria del cercle),
per al càlcul de la longitud de l’arc i del cercle.
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Wasan. La matemàtica segons Takebe

Conclusió

No es parla de deducció lògica a partir d’uns primers principis per establir una
demostració tal com l’entenem en la nostra tradició.

El descobriment es produeix per una marxa paral·lela entre la intüıció i el
pensament que moltes vegades raona inductivament a partir de múltiples
temptejos numèrics.
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Índex

Introducció
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Wasan. Reglets de càlcul

Es representaven els nombres i les equacions amb reglets sobre un tauler
quadriculat on es feien els càlculs. En tenien una versió escrita que permetia
introduir coeficients literals.

Diferent presentació per a les unitats
segons el seu ordre parell o senar.

Diferents colors (vermell i negre) per als
nombres positius i negatius. En la
presentació escrita es podia trobar un
reglet inclinat sobre l’ordre de les unitats
si el nombre era negatiu.

El zero es representa per un espai buit.
En la presentació escrita es podia trobar
un petit cercle.
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Wasan. Reglets de càlcul. Polinomis i equacions

Els polinomis es presenten en columnes. Es tria
una ĺınia horitzontal de referència que representa
l’element desconegut (yuan) o la ĺınia que
representa l’element constant (tai). Llavors les
ĺınies immediatament inferiors representen les
segones, terceres, quartes potències.

2

3

x

x

x

tai

yuan

Presentació de 21x3 − 5x2 + 7 = 0, o també, 21x3 − 5x2 + 7.
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Determinants

Problema 5

Enri: El principi
del cercle

Bibliografia

Wasan. Reglets de càlcul. Polinomis i equacions

En el Kaiindai no hō [1685],
(Mètode per resoldre els
problemes ocults), Seki
descriu la suma, resta i
multiplicació de polinomis

(1− 3x + 2x2)2 = 1− 6x + 13x2 − 12x3 + 4x4
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Wasan

Apunt històric
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Problema 1

Sangaku del Santuari Katayamahiko

Penjat per Irie Shijyun el 1873, a l’edat
de 78 anys. 162 × 88 cm

Les matemàtiques són profundes. Les persones tenen els seus mètodes per resoldre

problemes. Això és veritat a Occident com a la Xina i al Japó. Aquells que no estudien

molt no poden resoldre cap problema. Jo encara no domino les matemàtiques, tot i que he

estat estudiant des de la joventut. Aix́ı que no he esdevingut mestre per ningú, però

algunes persones m’han demanat que els ensenyi matemàtiques. Els vaig mostrar les

solucions als problemes i penjaré un sangaku en el santuari proper de Katayamahiko amb

setze problemes escrits. Dedico aquesta tauleta al santuari amb l’esperança que augmentin

el seu coneixement de les matemàtiques.

Versió de la traducció anglesa de [Fukagawa–Rothman], 2008.
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Problema 1

t

r

l

Dos cercles de radi r són tangents a la ĺınia l . Un quadrat de costat t toca els dos
cercles i té un costat sobre l . Trobeu t a partir de r .

Fukagawa-Rothman [2008] proposen una solució consistent en la resolució
d’una equació de segon grau, obtinguda de l’aplicació del teorema de
Pitàgores.

Per tal d’apropar-nos a la resolució wasan, presentarem el seu mètode
(tianyuan) a partir d’un problema extret del Tetsujutsu sankei [1722] de
Takebe Katahiro.
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Tianyuan shu. El procediment de l’“element celestial”

Procediment originat a la Xina del que tenim obra escrita del segle xiii. A la
Xina, tian–cel, yuan–origen. Al Japó tengen jutsu.

Martzloff [1987] indica que ja era utilitzat en el segle xi.

La regla de càlcul final actua per aproximacions succesives en els diferents
ordres d’unitats. És del tot similar al mètode de Ruffini-Horner i és una
evolució del mètodes de l’extracció dels costat del quadrat i del cub, (arrels
quadrades i arrels cúbiques).

Segons Wang Ling- Needham [1955], el mètode s’estaria gestant des de,
com a ḿınim, el segle iii, època dels comentaris de Liu Hui al Jiuzhang
suanshu.

En la tradició àrab, al-Samawa’l [ca 1172] utilitzava un mètode similar.

A Europa, Leonardo Pisano, sense explicar el mètode, va ser capaç de
donar la solució 1; 22, 07, 42, 33, 04, 40 = 1.36880810785 per a l’equació
x3 + 2x2 + 10x − 20 = 0, en el seu Flos leonardi [1225]
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Tianyuan shu. Etapes

1 Elecció de l’element celestial (incògnita) amb col·locació d’un reglet en la fila
(yuan).

2 Operació sobre aquest element per presentar els elements resultants de l’anàlisi
del problema.

3 Manipulació algèbrica d’aquests elements mitjançant l’aplicació de teoremes
geomètrics per tal d’obtenir un equació.

4 Resolució de l’equació mitjançant una regla d’aproximacions successives, molt
similar al mètode de Ruffini-Horner.
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Tianyuan shu. Exemple de Takebe en el Tetsujutsu sankei

Suposem que hi ha un rectangle d’àrea 180 bu. Dada: La suma de la llargada més
l’amplada és 27 bu. Pregunta: Quant mesuren la llargada i l’amplada?
Resposta: amplada 12 bu, llargada 15 bu

1 Col·loquem l’element celestial com
l’amplada.

2 Restem aquest de la suma i fem la resta el
costat llarg. Multipliquem el costat curt per
aquest i fem això l’àrea del rectangle.
Movem això a l’esquerra.

3 Col·loquem l’àrea, la qual es cancel·la pel
nombre de l’esquerra i obtenim l’equació.

4 Traiem l’arrel quadrada d’aquesta i obtenim
l’amplada 12 bu. Restem aquesta de la suma
i obtenim la llargada 15 bu. (Omitim el
procediment principal.)

←→ x

←→ 27− x

←→ 27x − x2

←→ −180 + 27x − x2
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aquest i fem això l’àrea del rectangle.
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Índex

Introducció
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Art i ciència
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−x2 + 27x − 180 = 0

−1 27 −180
10 −10 170

−1 17 −10
10 −10

−1 7

1a aproximació: x0 = 10
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització

Determinants

Problema 5

Enri: El principi
del cercle

Bibliografia

Tianyuan shu. Exemple de Takebe en el Tetsujutsu sankei
Procediment principal. Extracció de l’arrel
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−1 [a] 27 [b] − 180 [c]
10 [x0]

− 10 [ax0] 170 [(ax0 + b)x0]

− 1 [a]

17 [ax0 + b] − 10 [(ax0 + b)x0 + c] = ax2
0 + bx0 + c

10 [x0] − 10 [ax0]
−1 [a] 7 [2ax0 + b] − 10 [ax2

0 + bx0 + c]
2 [x1] − 2 [ax1] 10 [

(
ax1 + (2ax0 + b)

)
x1]

−1 [a] 5 [ax1 + (2ax0 + b)] 0 [
(
ax1 + (2ax0 + b)

)
x1 + (ax2

0 + bx0 + c)]

= a(x0 + x1)2 + b(x0 + x1) + c

L’arrel és x = x0 + x1 = 10 + 2 = 12.

x1 s’ha obtingut com arrel del polinomi

−y2 + 7y − 10 [ay2 + (2ax0 + b)y + ax2
0 + bx0 + c]

que resulta de fer el canvi x = x0 + y = 10 + y en el polinomi inicial.



Sangakus

Ramon Nolla
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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−1 [a] 27 [b] − 180 [c]
10 [x0] − 10 [ax0] 170 [(ax0 + b)x0]

− 1 [a] 17 [ax0 + b] − 10 [(ax0 + b)x0 + c] = ax2
0 + bx0 + c

10 [x0] − 10 [ax0]
−1 [a] 7 [2ax0 + b] − 10 [ax2

0 + bx0 + c]
2 [x1]

− 2 [ax1] 10 [
(
ax1 + (2ax0 + b)

)
x1]

−1 [a]

5 [ax1 + (2ax0 + b)] 0 [
(
ax1 + (2ax0 + b)

)
x1 + (ax2

0 + bx0 + c)]

= a(x0 + x1)2 + b(x0 + x1) + c

L’arrel és x = x0 + x1 = 10 + 2 = 12.

x1 s’ha obtingut com arrel del polinomi

−y2 + 7y − 10 [ay2 + (2ax0 + b)y + ax2
0 + bx0 + c]

que resulta de fer el canvi x = x0 + y = 10 + y en el polinomi inicial.



Sangakus

Ramon Nolla
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Índex

Introducció
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r-2x

l x
2x

r x-

r

1 Elecció de l’element celestial, desconegut o incògnita x igual a la meitat del
costat del quadrat.

2 Presentació dels elements resultants de l’anàlisi del problema mitjançant els
reglets de càlcul.

(1)

tai 0

yuan x 1

(2)

1r 1r 1r

0 − 2 − 1

(1) Meitat del costat del quadrat: x
(2) Radi: r

Catet: r − 2x
Catet: r − x
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3 Operacions amb els reglets per preparar l’aplicació del teorema de Pitàgores.

1r 1r 1r2 1r2

yuan − 2 × − 2 2 · (−2) · 1r − 4r
(−2)2 4

(r − 2x)2 r2 − 4rx + 4x2

1r 1r 1r2 1r2

yuan − 1 × − 1 2 · (−1) · 1r − 2r
(−1)2 1

(r − x)2 r2 − 2rx + x2
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r-2x

l x
2x

r x-

r

Pel teorema de Pitàgores, s’obté 5x2 − 6rx + r2 = 0. Efectivament:

1r2 1r2 1r2 1r2

x − 4r + − 2r − ⇒ − 6r
4 1 5

(r2 − 4rx + 4x2) + (r2 − 2rx + x2) − 1 r2 − 6rx + 5x2
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Tianyuan shu. Resolució de l’equació 5x2 − 6rx + r2 = 0
←→ (r = 160) x2 − 192x + 5120 = 0

4 Resolució per aproximacions successives.

1 − 192 5120

30 30 − 4860
1 − 162 260

30 30
1 − 132 260

2 2 − 260
1 − 130 0

L’arrel és x = x0 + x1 = 32 i el costat val 2x = 64, és a dir
2

5
del radi.
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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4 Resolució per aproximacions successives.

1 − 192 5120
30

30 − 4860

1

− 162 260
30 30

1 − 132 260
2 2 − 260

1 − 130 0

L’arrel és x = x0 + x1 = 32 i el costat val 2x = 64, és a dir
2

5
del radi.



Sangakus

Ramon Nolla
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4 Resolució per aproximacions successives.

1 − 192 5120
30 30 − 4860

1 − 162 260
30

30

1

− 132 260
2 2 − 260

1 − 130 0

L’arrel és x = x0 + x1 = 32 i el costat val 2x = 64, és a dir
2

5
del radi.



Sangakus

Ramon Nolla
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Tianyuan shu. Resolució de l’equació 5x2 − 6rx + r2 = 0

Una resolució més directa s’obté si es mesura x amb la unitat r , és a dir es fa
x = r · y . D’aquesta manera s’eliminen els coeficients literals.

5x2 − 6rx + r2 = 0⇐⇒ 5y2 − 6y + 1 = 0

S’obté que l’arrel està entre 0 i 1. Per solucionar-ho, podien actuar com abans o
també fer 10y = z .

5y2 − 6y + 1 = 0⇐⇒ z2 − 12z + 20 = 0

1 −12 20
2 2 −20

1 −10 0
=⇒ z = 2 =⇒ y =

z

10
=

2

10
=

1

5
=⇒ 2x = r · y =

2r

5



Sangakus

Ramon Nolla
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Resolució en la tradició grega

En la tradició grega, aquest era un problema de construcció, el resultat del
qual calia establir amb una demostració. L’anàlisi prèvia restava oculta. Es
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Resolució en la tradició àrab

En la tradició àrab, l’anàlisi podia ser del tot igual i utilitzaven un llenguatge
d’àlgebra no simbòlica. Disposaven d’un algoritme per resoldre l’equació amb
radicals que demostraven des de la geometria. També utilitzaven (s.xii) el
mètode de Ruffini-Horner).

Al-Khwārizmi. Llibre de l’àlgebra, [813-830]

Els quadrats i el nombre iguals a les arrels.

Un quadrat i vint-i-un dirhams són iguals a deu arrels.

[x2 + 21 = 10x ]

Parteix en dues meitats el nombre d’arrels; es
tindrà cinc;

multiplica per ell mateix, es
tindrà vint-i-cinc; restes vint-i-u que està en
el quadrat i queda quatre; fas l’arrel i dóna
dos; el restes de la meitat del nombre de les
arrels que és cinc. Queda tres, que és l’arrel
del quadrat que vols. I el quadrat és nou.
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Resolució en la tradició àrab
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Art i ciència
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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En la tradició àrab, l’anàlisi podia ser del tot igual i utilitzaven un llenguatge
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Determinants

Problema 5

Enri: El principi
del cercle

Bibliografia
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Índex

Introducció
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Resolució en la tradició àrab
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En la tradició àrab, l’anàlisi podia ser del tot igual i utilitzaven un llenguatge
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Resolució en la tradició àrab

El treball dels successors d’al-Khwārizmi es va independitzant del seu fonament
geomètric i s’utilitzen les identitats notables (quadrat del binomi), sense llenguatge
ni demostració geomètrica, per trobar els algoritmes de resolució d’una manera
formal no simbòlica. Al-Khayyām comenta en la seva Àlgebra [ca 1070] que �la
demostració numèrica és fàcil quan es té la demostració geomètrica�. En el nostre
exemple:

x2 − 10x + 21 = 0

⇐⇒ (x − 5)2 − 52 + 21 = 0⇐⇒ (x − 5)2 − 4 = 0

⇐⇒ (x − 5)2 = 4⇐⇒



x − 5 = 2⇐⇒ x = 7
o bé

5− x = 2⇐⇒ x = 3

És a dir, x =
10

2
+
√

52 − 21 , o bé, x =
10

2
−
√

52 − 21
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És a dir, x =
10

2
+
√

52 − 21 , o bé, x =
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Art i ciència
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Una anàlisi alternativa que defuig l’àlgebra

En el wasan era evident l’interès en trobar procediments per a una classe molt
àmplia de problemes. Això esdevenia amb el tianyuan. D’aqúı l’interés de la
resolució presentada, però això no implica que no es pogués recórrer a altres
anàlisis que evitessin aquest procediment.

Si s’observa que els triangles
4ABM, 4PQM i 4APQ són
semblants, s’obté

PM

PQ
=

PQ

PA
=⇒ PA = 2PQ = 4PM
=⇒ radi = AM = AP + PM

=⇒ radi = 5PM =
5

2
PQ

A més, en estar B, Q i M alineats, en resulta una ràpida construcció. HTM GGB

arxius/Sang01pap2.html
arxius/Sang01pap2.ggb
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Índex

Introducció

Wasan

Apunt històric
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Una anàlisi alternativa que defuig l’àlgebra

En el wasan era evident l’interès en trobar procediments per a una classe molt
àmplia de problemes. Això esdevenia amb el tianyuan. D’aqúı l’interés de la
resolució presentada, però això no implica que no es pogués recórrer a altres
anàlisis que evitessin aquest procediment.

Si s’observa que els triangles
4ABM, 4PQM i 4APQ són
semblants, s’obté

PM

PQ
=

PQ

PA

=⇒ PA = 2PQ = 4PM
=⇒ radi = AM = AP + PM

=⇒ radi = 5PM =
5

2
PQ

A més, en estar B, Q i M alineats, en resulta una ràpida construcció. HTM GGB

arxius/Sang01pap2.html
arxius/Sang01pap2.ggb
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En el wasan era evident l’interès en trobar procediments per a una classe molt
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Art i ciència
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Tianyuan shu. Mètode de Ruffini-Horner

Paolo Ruffini. 1804, 1807 i 1813

William G. Horner. 1819, 1830 i 1843

Florian Cajori, 1911. Horner’s method
of approximation anticipated by Ruffini,
Bulletin of the American Mathematical
Society, Vol. 17, núm 9, pàg 409-414.
Amb extractes de la memòria de 1804
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Tianyuan shu. Mètode de Ruffini-Horner

Fragment de la
pàgina 6 de la
memòria de
1813, en què es
calcula una arrel
quarta.

x = 4
√

19987173376⇐⇒ x4 − 19987173376 = 0

(I) Separació en grups de 4 xifres.

(II) Càlcul de centenes = z = x
100

.
(Prescindeix de 8 ordres d’unitats)

(III) Càlcul de desenes = y = x
10

= 10z .
(Prescindeix de 4 ordres d’unitats)

(IV) Temptejos per al càlcul en (III)

(V) Càlcul d’unitats = x = 10y .
(Prescindeix de 4 ordres d’unitats)
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Wasan

Apunt històric
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Problema 2

En un triangle equilàter de costat a, dues ĺınies CE i BD toquen dos cercles inscrits
de radi r . Trobeu r a partir de a.

Solució:

√
3−
√

2

2
a ≈ 0.15892a

Fukagawa-Rothman [2008] presenten una solució tradicional des del Shōgaku
Jinkōki (Jinkōki de l’era Meiji) de Fukuda Riken [1815-1889]
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Problema 2

S’observa una igualtat d’àrees

i en resulta

4
√

3r2 − 12ar + a2
√

3 = 0

Substitució: r = a
√

3 x

12x2 − 12x + 1 = 0

x ≈ 0.09175 =⇒ r ≈ 0.15892a.

x =
3−
√

6

6
=⇒ r =

√
3−
√

2

2
a

Simulació de càlcul amb Geogebra (y = 100x)
HTM GGB

arxius/tyg2S12.html
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4
√

3r2 − 12ar + a2
√

3 = 0

Substitució: r = a
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Problema 2

Una altra solució es pot assolir si es considera la
semblança 4GMC ∼ 4GQT i el teorema de
Pitàgores sobre 4PQT .

En resulta l’equació.

4
√

38r3 − 4
√

3ar2 − 10a2r2 +
√

3a3 = 0

Substitució: r = a
√

3 x

24x3 − 18x2 − 10x + 1 = 0

x ≈ 0.09175 =⇒ r ≈ 0.15892a.

x =
3−
√

6

6
=⇒ r =

√
3−
√

2

2
a
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Índex

Introducció
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Problema 2. Mètode de Newton

– Mètode de Newton en el Taisei
sankei, (Tractat consumat de
matemàtiques), en 12 volums.
– Redactat els anys 1683-1711 per
Seki i els germans Takebe té
l’objectiu d’exposar l’art del sekisa
(shisuo en xinès, “desfer el bloqueig”).
[mètode de resolució de problemes que

impliquen extracció d’arrels]

– En una secció dedicada a l’extracció
d’arrels presenten com fer l’estimació
dels seus petits decimals.

Methodus Fluxionum et Serierum infinitarum.
Traducció de G.L. Lecrec de Buffon, 1740.

12x2 − 12x + 1 = 0 =⇒ Primera aproximació: x ≈ 0.0917

Per a y = x − 0.0917 , tenim amb el tianyuan, 12y2 − 9.7992y + 0.00050668 = 0.

Procediment per als petits decimals:

y ≈ 0.00050668

9.7992
= 0.0000517062617 =⇒ x = 0.0917 + 0.000051706 = 0.091751706
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– En una secció dedicada a l’extracció
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Traducció de G.L. Lecrec de Buffon, 1740.

12x2 − 12x + 1 = 0 =⇒ Primera aproximació: x ≈ 0.0917
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d’arrels presenten com fer l’estimació
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Art i ciència
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Problema 2. Mètode de Newton

– Mètode de Newton en el Taisei
sankei, (Tractat consumat de
matemàtiques), en 12 volums.
– Redactat els anys 1683-1711 per
Seki i els germans Takebe té
l’objectiu d’exposar l’art del sekisa
(shisuo en xinès, “desfer el bloqueig”).
[mètode de resolució de problemes que

impliquen extracció d’arrels]

– En una secció dedicada a l’extracció
d’arrels presenten com fer l’estimació
dels seus petits decimals.

Methodus Fluxionum et Serierum infinitarum.
Traducció de G.L. Lecrec de Buffon, 1740.

12x2 − 12x + 1 = 0 =⇒ Primera aproximació: x ≈ 0.0917

Per a y = x − 0.0917 , tenim amb el tianyuan, 12y2 − 9.7992y + 0.00050668 = 0.

Procediment per als petits decimals:

y ≈ 0.00050668

9.7992
= 0.0000517062617 =⇒ x = 0.0917 + 0.000051706 = 0.091751706
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Problema 3. Complexitat algèbrica

Penjat el 1850 per Kiuemon Yamasaki

Santuari Isaniwa de la prefectura d’Ehime.
(86×111 cm)

Els problemes presentats en els
sangakus, tractats amb el teorema
de Pitàgores o la semblança, podien
presentar una gran complexitat.

La seva resolució podia implicar
sistemes d’equacions en vàries
incògnites de grau qualsevol que
poden ser irracionals.

En el Hatsubi Sanpō (Tractat de
matemàtiques que revela el sentit
amagat) del 1674 i en la revisió
posterior deTakebe, Hatsubi Sanpō
endan genkai (Comentari en
vernacular dels endan del Hatsubi
Sanpō) del 1685 es donen
estratègies per a la seva resolució:
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Problema 3. Complexitat algèbrica

Penjat el 1850 per Kiuemon Yamasaki

Santuari Isaniwa de la prefectura d’Ehime.
(86×111 cm)

Considerar incògnites “ficticies”
(auxiliars).

Combinar linealment les equacions o
les seves potències per eliminar-les.

Resoldre amb el tianyuan l’equació
amb una incògnita obtinguda.
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Calcular la relació dels tres
radis amb el costat 2a del
triangle.

Solució: r = 0.202454a
x = 0.295107a
R = 0.442381a

HTM GGB

arxius/QuatreCerclesTri.html
arxius/QuatreCerclesTri.ggb
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Art i ciència

Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Calcular la relació dels dos
radis de les circumferències
inscrites amb el radi a de la
circumferència exterior.

Solució: r = 0.288374a
R = 0.494520a

{ √
a2 − 2ar +

√
a2 − 2ar = 2

√
Rr

a− r −
√
a2 − 2ar =

√
r2 + 2Rr

a = 1⇒ 49r4 − 52r3 − 2r2 + 28r − 7 = 0
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Calcular la relació dels dos
radis de les circumferències
inscrites amb el radi a de la
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Solució: r = 0.288374a
R = 0.494520a

{ √
a2 − 2ar +

√
a2 − 2ar = 2

√
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Problema 4. Optimització

Problema extret del Juntendō sanpu. 1873, o Escola Fukuda de matemàtiques de
Fukuda Riken [1815-1889]. Extret d’un sangaku penjat el 1846 en el santuari
Sumiyoshi d’Osaka.

a

a

x

Considerem dos quadrats iguals de costat a. El de la
dreta està fix. El de l’esquerra es mou amb un vèrtex
que llisca sobre un costat vertical de l’altre i el vèrtex
adjacent, sobre la prolongació del costat horitzontal
del primer. En el trapezi rectangle de la figura,
trobeu el valor màxim del costat vertical esquerre.

Solució:

(√
10
√

5− 22 + 1

)
a ≈ 1.600566 a

Té interès la relació entre el costat a del quadrat i el segment inferior x determinat
sobre el costat del quadrat, pel punt que llisca verticalment.

Extret de [Fukagawa–Rothman] 2008, 119. HTM GGB

arxius/PropOpti01.html
arxius/PropOpti01.ggb
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Problema 4. Propostes de resolució

Fukagawa-Rothman [2008] proposen
una solució “moderna” en no haver-ne tro-
bat cap de tradicional. Recorren a l’ús del
càlcul de derivades tal com es concep a Oc-
cident.

Troben la solució a partir de l’estudi
de la funció

a

a

x
q

f( )q

f (θ) =
2a cos(2θ)(1 + sin θ)− a sin(2θ) cos θ

(1 + sin θ)2
.

Però aquest era un llenguatge desconegut al Japó.

Una innovació del wasan és la recerca de condicions sobre els coeficients de les
equacions que permeten establir la condició perquè el nombre de solucions
d’una equació canvïı. Això els porta al descobriment de condicions sobre un
polinomi que fan el seu valor màxim o ḿınim. Presentarem el seu mètode,
anul·lació del rang quadrat, a partir d’un problema extret del Tetsujutsu
sankei [1722] de Takebe i després l’aplicarem al nostre problema.
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Problema 4. Propostes de resolució

Fukagawa-Rothman [2008] proposen
una solució “moderna” en no haver-ne tro-
bat cap de tradicional. Recorren a l’ús del
càlcul de derivades tal com es concep a Oc-
cident. Troben la solució a partir de l’estudi
de la funció

a

a

x
q

f( )q

f (θ) =
2a cos(2θ)(1 + sin θ)− a sin(2θ) cos θ

(1 + sin θ)2
.

Però aquest era un llenguatge desconegut al Japó.

Una innovació del wasan és la recerca de condicions sobre els coeficients de les
equacions que permeten establir la condició perquè el nombre de solucions
d’una equació canvïı. Això els porta al descobriment de condicions sobre un
polinomi que fan el seu valor màxim o ḿınim. Presentarem el seu mètode,
anul·lació del rang quadrat, a partir d’un problema extret del Tetsujutsu
sankei [1722] de Takebe i després l’aplicarem al nostre problema.
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Problema 4. Propostes de resolució

Fukagawa-Rothman [2008] proposen
una solució “moderna” en no haver-ne tro-
bat cap de tradicional. Recorren a l’ús del
càlcul de derivades tal com es concep a Oc-
cident. Troben la solució a partir de l’estudi
de la funció

a

a

x
q

f( )q

f (θ) =
2a cos(2θ)(1 + sin θ)− a sin(2θ) cos θ

(1 + sin θ)2
.

Però aquest era un llenguatge desconegut al Japó.

Una innovació del wasan és la recerca de condicions sobre els coeficients de les
equacions que permeten establir la condició perquè el nombre de solucions
d’una equació canvïı. Això els porta al descobriment de condicions sobre un
polinomi que fan el seu valor màxim o ḿınim. Presentarem el seu mètode,
anul·lació del rang quadrat, a partir d’un problema extret del Tetsujutsu
sankei [1722] de Takebe i després l’aplicarem al nostre problema.



Sangakus

Ramon Nolla
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Sisè exemple del Tetsujutsu Sankei

Amb el t́ıtol de “Investigació del procediment de recerca del valor extrem d’un
paral·leleṕıpede” és un dels problemes que presenta com exemple d’investigació
“per mitjà del principi”.

Enunciat

Sigui un paral·leleṕıpede en què la diferència entre
la llargada i l’amplada és de 7 shaku i la suma de
l’amplada i l’alçada és de 8 shaku. Es vol que el
volum sigui el més gran possible. Es demana la
llargada, l’amplada, l’altura i el volum màxim.

Solució: Amplada 4 i 2/3 shaku, llargada 11 i
2/3 shaku, alçada 3 i 1/3 shaku, volum 181 i
13/27 shaku.

(1) 1 shaku ≈ 30 cm. (2) Vegeu Takebe, 178



Sangakus

Ramon Nolla
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Sisè exemple del Tetsujutsu Sankei. Etapes

1 Aplicació del tianyuan

Expressió del volum en funció de l’amplada.
Aplicació del mètode d’extracció de l’arrel amb l’amplada x com a quocient, per
obtenir el rang quadrat.

2 Anul·lació del rang quadrat.

3 Resolució de l’equació resultant i conclusió.
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Expressió del volum en funció de l’amplada

Col·loquem l’ele-
ment celestial com
l’amplada

0

1 x
amplada = x

Li afegim la di-
ferència i aquest
fem la longitud

0

1
+

1 d

0
=

1 d

1 x
longitud = x + d

L’amplada restem
de la suma i aquest
fem l’alçada

1 s

0
− 0

1
=

1 s

1 x
alçada = s − x

Multipliquem la
longitud, l’am-
plada i l’alçada
i aquest fem el
volum

0

1 ·

1 d

1 ·

1 s

1
=

0

1 d

1
·

1 s

1

0
=

0

1 d s x

1 d 1 s

1

volum = x(x + d)(s − x) = (d s) x + (−d + s)x2 − x3

Diferència (d) ←→ Suma (s) ←→
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i aquest fem el
volum

0

1 ·

1 d

1 ·

1 s

1
=

0

1 d

1
·

1 s

1

0
=

0

1 d s x

1 d 1 s

1

volum = x(x + d)(s − x) = (d s) x + (−d + s)x2 − x3
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2

Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Wasan

Apunt històric
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Índex

Introducció
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Anul·lació del rang quadrat. Solució de l’equació

En la resolució del problema concret, fent s = 8 i d = 7, Takebe escriu:

L’amplada obtinguda té d́ıgit inexhaurible sota el shaku. Consegüentment, en la
fórmula original, multipliquem el rang realitat per 3, deixem el rang quadrat igual i
dividim el rang costat per 3, i extraient l’arrel quadrada d’aquesta obtenim 14. La
dividim per 3 i obtenim 4 i 2/3 shaku.

q
u

o
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en
t

co
st

at

q
u

ad
ra

t

re
al

it
at

−3 2 · (8− 7) 8 · 7
4 −12 −40

−3 −10 16 ?

−3 2 56
5 −15 −65

−3 −13 −9

−3x2 + 2x + 56 = 0
−9x2 + 6x + 168 = 0

3x = t

−t2 + 2t + 168 = 0

−1 2 168
10 −10 −80

−1 −8 −88
10 −10

−1 −18 88
4 −4 −88

−1 −22 0

t = 14⇒ x =
14

3
= 4 +

2

3
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L’amplada obtinguda té d́ıgit inexhaurible sota el shaku. Consegüentment, en la
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Anul·lació del rang quadrat. Anàlisi

Necessitat de l’anul·lació del rang quadrat per a l’existència d’extrem en x0. Segon
grau. (A partir de l’observació de valors pròxims x0 + h.)

Expressió quadràtica

a b c
x0 ax0 (ax0 + b)x0

a ax0 + b ax2
0 + bx0 + c

x0 ax0

a

a 2ax0 + b ax2
0 + bx0 + c

[= p(x0)]

h ah
(
ah + (2ax0 + b)

)
h

a ah + (2ax0 + b)

p(x0) +
(
(2ax0 + b)h + ah2

)
(∗)

Per h suficientment
petit en valor absolut,
si h canvia de signe,

2ax0 + b 6= 0
=⇒ (∗) canvia

de signe
2ax0 + b = 0

=⇒ (∗) = ah2

no canvia
de signe

Implica l’existència
d’extrem en x0
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Determinants

Problema 5

Enri: El principi
del cercle

Bibliografia
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Art i ciència
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Wasan

Apunt històric
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Problema 4. Resolució

x

z

y

t

s

1zx

y-1

s
zy-1

t


x2 + z2 = 1
t = x + z + 1
s = y − x − z
z · (y − 1) = t · s

x3 − x2 + Mx + M = 0 (E1)
3x2 − 2x + M = 0 (E2)

[
M =

(
y − 1

2

)2

E3 = 3x2 · E1 + x2 · E2 − x3 · E2

F3 = Eliminació del factor 2x2de E3

E4 = 2x · E1 + M · x · E2 − E3

F4 = Eliminació del factor Mx de E4

3x2 − 2x + M = 0 (E2)
x2 + (M − 1)x + 2M = 0 (F3)
x2 − 4x + (M + 2) = 0 (F4)
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Seki escriu tres tractats (1680-1690)
de śıntesi amb els mètodes per
resoldre els problemes “aparents”, els
“ocults” i els “dissimulats”.
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Determinants

Problema 5

Enri: El principi
del cercle

Bibliografia

Problema 4. Resolució
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El tercer, Kaifukudai no hō, el dedica
als problemes que exigeixen diverses
incògnites i tècniques d’eliminació.
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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- Eliminació de les incògnites y , z , s,
t, mitjançant combinacions lineals de
les equacions i les seves potències


x2 + z2 = 1
t = x + z + 1
s = y − x − z
z · (y − 1) = t · s

x3 − x2 + Mx + M = 0 (E1)
3x2 − 2x + M = 0 (E2)

[
M =

(
y − 1

2

)2

E3 = 3x2 · E1 + x2 · E2 − x3 · E2

F3 = Eliminació del factor 2x2de E3
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- Eliminació de les incògnites y , z , s,
t, mitjançant combinacions lineals de
les equacions i les seves potències

- Transformació d’un sistema de dos
equacions, amb una incògnita, de
grau 3, en un sistema de 3 equacions
de grau 2
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t = x + z + 1
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En general, fan la transformació d’un
sistema de dos equacions, amb una
incògnita, de grau n, en un sistema
de n equacions de grau n − 1

P(x) =
n∑

k=0

akx
k

Q(x) =
n∑

k=0

bkx
k


R1(x) = anQ(x)− bnP(x)
Rk(x) = an−k+1Q(x)

− bn−k+1P(x)
+ xRk−1(x), 2 ≤ k ≤ n


x2 + z2 = 1
t = x + z + 1
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x3 − x2 + Mx + M = 0 (E1)
3x2 − 2x + M = 0 (E2)

[
M =

(
y − 1

2

)2

E3 = 3x2 · E1 + x2 · E2 − x3 · E2

F3 = Eliminació del factor 2x2de E3

E4 = 2x · E1 + M · x · E2 − E3

F4 = Eliminació del factor Mx de E4

3x2 − 2x + M = 0 (E2)
x2 + (M − 1)x + 2M = 0 (F3)
x2 − 4x + (M + 2) = 0 (F4)
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Problema 4. Resolució

En general, per establir la compatibilitat del sistema:


C1+B1x+A1x

2=0 (E1)
C2+B2x+A2x

2=0 (E2)
C3+B3x+A3x

2=0 (E3)

(1) Multiplica les equacions pels coeficients:


+B2A3 · (E1), −B3A2 · (E1)
−B1A3 · (E2), +B3A1 · (E2)
+B1A2 · (E3), −B1A2 · (E1)

(2) Suma les equacions resultants i obté:

C1B2A3 + A1B3C2 + B1A2C3 − A2B3C1 − B1A3C2 − A1B2C3 = 0


3x2 − 2x + M = 0
x2 + (M − 1)x + 2M = 0
x2 − 4x + (M + 2) = 0

2M2 + 22M − 2 = 0

(y − 1)2 = 4M = 2(5
√

5− 11)

=⇒ y = 1 +
√

10
√

5− 22 ≈ 1.6000566

Exercici:
x

a
=

1

Φ
=

√
5− 1

2

a

a

x
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Determinants

Problema 5

Enri: El principi
del cercle

Bibliografia

Problema 4. Resolució
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Wasan

Apunt històric
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Problema 4. Resolució. Determinants

Seki escriu tres tractats (1680-1690) de śıntesi
amb els mètodes per resoldre els problemes
“aparents”, els “ocults” i els “dissimulats”.
El tercer, Kaifukudai no hō, el dedica als
problemes que exigeixen diverses incògnites i
tècniques d’eliminació i hi presenta els
determinants.
El problema que els origina és el de la conversió
d’un sistema de 2 equacions de grau n, en un de
n equacions de grau n − 1.
Presenta els càlculs que s’han de fer amb els
coeficients dels sistemes n × n obtinguts,
(n = 1, 2, 3, 4, 5), per establir la seva
compatibilitat. Apareixen els determinants.
Paral·lelament, trobem els determinants en la
correspondència entre Leibniz i l’Hôpital (1693).
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Problema 4. Resolució. Determinants

positiu

negatiu

(de dreta a esquerra)

n = 2

2 1

n = 3

3 2 1

n = 4

4 3 2 1
2 4 3 1
3 2 4 1

n = 5

5 4 3 2 1
4 5 2 3 1
3 2 5 4 1
2 3 4 5 1
3 5 4 2 1
5 3 2 4 1
4 2 3 5 1
2 4 5 3 1
4 3 5 2 1
3 4 2 5 1
5 2 4 3 1
2 5 3 4 1
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Problema 4. Resolució. Determinants

positiu

negatiu

(de dreta a esquerra)

n = 2

2 1

n = 3

3 2 1

n = 4

4 3 2 1
2 4 3 1
3 2 4 1

n = 5 (*)

5 4 3 2 1
2 5 4 3 1
3 2 5 4 1
4 3 2 5 1
3 5 4 2 1
2 3 5 4 1
4 2 3 5 1
5 4 2 3 1
4 3 5 2 1
2 4 3 5 1
5 2 4 3 1
3 5 2 4 1

(*) Tatsukawa, Ryoji [2003]. A Study of Japanese Mathematics, Wasan PDF

http://homepage2.nifty.com/cakravala/fivespasandsixswas.pdf
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Art i ciència
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Problema 4. Resolució. Determinants

Les indicacions de Seki per construir les
permutacions de columnes són poc expĺıcites i
per al cas n = 5 té algun error (origina
productes repetits).

Un cop constrüıdes les permutacions, els
productes queden ben determinats a partir dels
seus esquemes.

Si triem la permutació de columnes 1 4 5 2 3,
(Seki–Tatsukawa), obtenim 5 productes
positius i 5 de negatius correctes.

Amb la tria 1 3 4 5 2, (Tatsukawa), obtenim
els signes canviats.

Amb la tria de les dotze permutacions
corregides, obtindŕıem els 120 productes amb
el signe correcte.

3      2      5      4      1

2      5      4      3      1
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Problema 5

Sobre un camp circular de diàmetre 100, tracem quatre ĺınies de longitud t, de
manera que parteixen el cercle en cinc àrees iguals, una de les quals és un quadrat
de costat d . Trobeu t i d , utilitzant π = 3.16.

Solució: t = 69.75494 i d = 39.7494
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Problema 5

Sobre un camp circular de diàmetre 100, tracem quatre ĺınies de longitud t, de
manera que parteixen el cercle en cinc àrees iguals, una de les quals és un quadrat
de costat d . Trobeu t i d , utilitzant π = 3.16.

Solució: t = 69.75494 i d = 39.7494
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Seki i el càlcul de π

En el Katsuyō sampō, (Compendi
de mètodes matemàtics),
presenta el valor de π mitjançant
un procés en dues etapes.

Càlcul dels peŕımetres sn
dels 2n-poĺıgons regulars
inscrits en la circumferència.

Operació sense justificació
sobre s15, s16 i s17 per
obtenir una millora de
l’aproximació, en què es
conjectura que aplica el
zōyakujutsu, (mètode de
simplificació per divisors
incrementals).
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Seki i el càlcul de π

Per calcular els peŕımetres, utilitza les
relacions entre costat c , fletxa f i diàmetre
d del cercle.

f (d − f ) =
(c

2

)2

d −
√
d2 − c2

2
= f

c

f c/2

d
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Seki i el càlcul de π. Successió de peŕımetres

Per a cada 2n+1-poĺıgon presenta fn, cn/2, cn+1 i 2n+1cn+1, 1 ≤ n ≤ 16.

8 22+1

0.1464466094067262378 f2
0.3535533905932737622 c2/2

0.3826834323650897717 c3

3.0614674589207181738 23 · c3

32768 214+1

0.0000000091917853531 f14

0.0000958737986553517 c14/2

0.0000958737990959773 c15

3.1415926487769856708 215 · c15

65536 215+1

3.1415926523865913571 216 · c16

131072 216+1

3.1415926532889927759 217 · c17

d=1

c /2n

n+1c

fn

d −
√
d2 − c2

n

2
= fn

fn(d − fn) = (cn/2)2√
f 2
n + (cn/2)2 = cn+1
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Seki i el càlcul de π. Successió de peŕımetres

Per a cada 2n+1-poĺıgon presenta fn, cn/2, cn+1 i 2n+1cn+1, 1 ≤ n ≤ 16.

8 22+1

0.1464466094067262378 f2
0.3535533905932737622 c2/2

0.3826834323650897717 c3

3.0614674589207181738 23 · c3

32768 214+1

0.0000000091917853531 f14

0.0000958737986553517 c14/2

0.0000958737990959773 c15

3.1415926487769856708 215 · c15

65536 215+1

3.1415926523865913571 216 · c16

131072 216+1

3.1415926532889927759 217 · c17

d=1

c /2n

n+1c

fn

c1 = 1

c2
n+1 =

1−
√

1− c2
n

2



Sangakus

Ramon Nolla
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Wasan

Apunt històric

Art i ciència
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Seki i el càlcul de π. zōyakujutsu

Obté una aproximació més forta a partir de s15, s16 i s17, on sn és el 2n-poĺıgon:

π = s16 +
(s16 − s15) · (s17 − s16)

(s16 − s15)− (s17 − s16)
= 3.1415926535

89
9 “lleugerament inferior”.

(Si es continua amb el càlcul dóna 3.141592653589793238, tots bons)

Interpretació mitjançant el zōyakujutsu

Es considera la successió de diferències, s16− s15, s17− s16, . . . , sn+1− sn, . . .

S’estima que
sn+1 − sn
sn − sn−1

convergeix.

Es pren r =
s17 − s16

s16 − s15
com una aproximació del ĺımit.

Assignant a la successió sn+1 − sn un comportament de progressió geomètrica
de raó r i, en ser π el peŕımetre de la circumferència,
∞∑

n=16

(sn+1−sn) = π−s16 =
s17 − s16

1− s17−s16
s16−s15

=⇒ π = s16 +
(s16 − s15) · (s17 − s16)

(s16 − s15)− (s17 − s16)
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Obté una aproximació més forta a partir de s15, s16 i s17, on sn és el 2n-poĺıgon:

π = s16 +
(s16 − s15) · (s17 − s16)

(s16 − s15)− (s17 − s16)
= 3.1415926535

89
9 “lleugerament inferior”.

(Si es continua amb el càlcul dóna 3.141592653589793238, tots bons)

Interpretació mitjançant el zōyakujutsu
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S’estima que
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sn − sn−1

convergeix.

Es pren r =
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com una aproximació del ĺımit.
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Seki i el càlcul de π. reiyakujutsu

Aproximació de π mitjançant fraccions racionals
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Seki i el càlcul de π. reiyakujutsu

En el Katsuyō Sampō s’interessa en
trobar una fracció que aproximi el
nombre π.

Utilitza el reiyakujutsu, (mètode de
supressió dels petits decimals). Parteix
de s = 3.1415926539 i construeix la
successió de fraccions pn/qn

p0 = 3, q0 = 1{
pn+1 = pn + 4
qn+1 = qn + 1,

si pn
qn
< s{

pn+1 = pn + 3
qn+1 = qn + 1,

si pn
qn
> s

3

1

7

2

10

3

13

4

16

5
19

6

22

7

25

8

29

9

32

10
35

11

38

12

41

13

44

14

47

15

. . . . . .

343

109

346

110

349

111

352

112

355

113

Obtingut 12 segles abans a la
Xina

Takebe assolirà la fracció
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Seki i el càlcul de π. reiyakujutsu

En el Katsuyō Sampō s’interessa en
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Utilitza el reiyakujutsu, (mètode de
supressió dels petits decimals). Parteix
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Wasan

Apunt històric
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Takebe i el càlcul de π

En el Taisei Sankei i el Tetsujutsu Sankei
presenta el valor de π a partir d’una
millora del zōyakujutsu.

Utilitza els quadrats dels peŕımetres
Tn = s2

n , dels 2n-poĺıgons inscrits
(2 ≤ n ≤ 9 o 10). Afirma que això no se
li va acudir fins dur a terme una recerca
profunda i que li evita extreure l’arrel per
passar de c2

n a cn.

No presenta el procediment per trobar
els quadrats dels peŕımetres, ni els
nombres que determinen. Apunta que es
troben en un altre tractat sobre les
“raons del cercle”

2c

c3

f2

T = s  = (2 c )
n

n
22

nn

T2 = s2
2 , T2 = s2

3 , . . . , T10 = s2
10.

π = 3.1415926535897932384626433832795028841971
69
2
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Índex

Introducció
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Wasan

Apunt històric
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Takebe i el càlcul de π

Procediment:

Considera la successió de restes
de termes consecutius:
T3−T2, T4−T3, . . . ,T9−T8

Busca la raó entre cada
diferència i l’anterior i observa
que
Tn − Tn−1

Tn−1 − Tn−2
−→ 1

4

Troba, pel mètode zōyaku
(simplificació per divisors
incrementals) una successió
Q2,n de valors que aproximen
el quadrat del peŕımetre.
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Takebe i el càlcul de π

Procediment:

Considera la successió de restes
de termes consecutius:
T3−T2, T4−T3, . . . ,T9−T8

Busca la raó entre cada
diferència i l’anterior i observa
que
Tn − Tn−1

Tn−1 − Tn−2
−→ 1

4

Troba, pel mètode zōyaku
(simplificació per divisors
incrementals) una successió
Q2,n de valors que aproximen
el quadrat del peŕımetre.

Q2,1 − T2 =
∞∑
n=3

(Tn − Tn−1) =
T3 − T2

1− 1
4

Q2,2 − T3 =
∞∑
n=4

(Tn − Tn−1) =
T4 − T3

1− 1
4

· · · · · ·

Q2,7 − T8 =
∞∑
n=9

(Tn − Tn−1) =
T9 − T8

1− 1
4√

Q2,n

Q2,1 = T3 + 1
3 (T3 − T2) −→ 3.13530073 . . .

Q2,2 = T4 + 1
3 (T4 − T3) −→ 3.14118323 . . .

Q2,3 = T5 + 1
3 (T5 − T4) −→ 3.14156680 . . .

· · · · · ·
Q2,6 = T8 + 1

3 (T8 − T7) −→ 3.14159264 . . .

Q2,7 = T9 + 1
3 (T9 − T8) −→ 3.14159265 . . .
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Takebe i el càlcul de π

Considera: Q2,2 − Q2,1, Q2,3 − Q2,2, . . . ,Q2,7 − Q2,6

Observa que:
Q2,n − Q2,n−1

Q2,n−1 − Q2,n−2
−→ 1

42

Obté: Q3,n = Q2,n+1 +
1

42 − 1
(Q2,n+1 − Q2,n)

Reitera i obté:
Qi,n − Qi,n−1

Qi,n−1 − Qi,n−2
−→ 1

4i

Qi+1,n = Qi,n+1 +
1

4i − 1
(Qi,n+1 − Qi,n)

T2 T3 · · · · · · · · · T9

Q2,1 Q2,2 · · · · · · Q2,7

Q3,1 Q3,2 · · · Q3,6

... . .
.

Q7,1 Q7,2

Q8,1

Finalment, Horiuchi diu que obté π amb 24 decimals:
T2, . . . ,T9 =⇒ π =

√
Q8,1 = 3.14159265358979323846264338327 (29 amb DERIVE)

T2, . . . ,T10 =⇒ π =
√
Q9,1 = 3.14159265358979323846264338327950288419712 (35)

T2, . . . ,T11 =⇒ π =
√
Q10,1 = 3.1415926535897932384626433832795028841971693 (43)
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Índex

Introducció
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Obté: Q3,n = Q2,n+1 +
1

42 − 1
(Q2,n+1 − Q2,n)

Reitera i obté:
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Longitud de l’arc. Apunt

Una de les estratègies de Takebe per trobar la
longitud de l’arc parteix de la idea d’obtenir una
sèrie a partir de l’extracció d’arrels de les
succesives equacions amb coeficients literals

−fnd + 4dx − 4x2 = 0 , en què x = fn+1

Observem que,

fn+1d = c2
n+2 =

(cn+1

2

)2
+ f 2

n+1 =
(fnd)2

4
+ f 2

n+1

d

c /2n

n+1c

fn

n+1f
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Índex

Introducció
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Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Longitud de l’arc. Apunt

(a
2

)2

=

X0︷︸︸︷
f0d +

X1︷ ︸︸ ︷
22

3 · 4
f0
d
X0 +

X2︷ ︸︸ ︷
42

5 · 6
f0
d
X1 +

X3︷ ︸︸ ︷
62

7 · 8
f0
d
X2 + · · ·

(a
2

)2

= f0d

(
1 +

22

3 · 4
f0
d

+
22 · 42

3 · 4 · 5 · 6

(
f0
d

)2

+
22 · 42 · 62

3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8

(
f0
d

)3

+ · · ·

)

Tenint en compte que
(a

2

)2

= d2

(
arcsin

√
f0
d

)2

, si fem t =
f0
d

resulta

(
arcsin

√
t
)2

= t +
22

3 · 4
t2 +

22 · 42

3 · 4 · 5 · 6
t3 +

22 · 42 · 62

3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8
t4 + · · ·

Resultat d’Euler en el Journ. lit. d’Allemange, de Suisse et du Nord, 2:1, 1743,

per a x =
√
t en el decurs del seu càlcul de

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

[
π3

48
,

∫
(arcsin x)2

√
1− x2

dx

]
(arcsin x)2

2
=

1

2
x2 +

2

3 · 4
x4 +

2 · 4
3 · 5 · 6

x6 +
2 · 4 · 6

3 · 5 · 7 · 8
x8 + · · ·
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2
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Wasan

Apunt històric
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Problema 1

tianyuan

Altres tradicions

Problema 2

Mètode de
Newton

Problema 3

Problemes
dissimulats

Problema 4

Optimització
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Fukagawa, H. i Rothman, T. [2008]. Sacred Mathematics. Japanese Temple
Geometry. Princeton University Press, Princeton, New Jersey.
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Art i ciència
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