Algebra lineal

RAMON NoLLA

Departament de Matematiques
IES Pons d’Icart

1 Sistemes d’equacions lineals

1.1 Definicions i teoremes

Definicié 1 El conjunt de m equacions lineals amb n incognites representat per

1121 + A12X2 + - + ATy = b1
a21T1 + A92Xo + *++ + AopTy, = b2 (1)

Am1T1 + A2l + -+ QppTy = bm

en que a;j,b; € R ¢ x; son les incognites, rep el nom de sistema d’equacions lineals m X n.

També el representem per:
n

E CLijZL‘j:bi, 1§2§m (2)
Jj=1
Definicié 2 Una solucio del sistema és una col-leccio ordenada de nombres reals s1, Sa, ..., Sy

que, substituida en els llocs de les incognites, satisfa totes les equacions. La solucio també
s’escriu (81,89, ..,8n)-

Definicié 3 Els sistemes que no tenen solucid se‘ls anomena incompatibles, i els que en
tenen compatibles. Quan la solucio és unica se’ls anomena determinats, © quan no ho és
indeterminats. D’una manera esquematica escrivim:

Incompatibles
Sistemes Compatibles Determinats
P Indeterminats
Definicié 4 Anomenem homogeni un sistema en que b; =0, Vi € {1,...,m}.
Els sistemes homogenis sempre sén compatibles, perque tenen la solucié trivial (0,0, ...,0).

Definicié 5 Un sistema m X n és triangular si:
-m<n.

— Tots els coeficients ayy, els quals constitueizen la diagonal principal del sistema, son
diferents de zero.

— FEls ap, amb p > k son iguals a zero.



Es de facil comprovacié que aquests sistemes sempre séon compatibles, essent determinats si
el nombre n d’incognites és igual al nombre m d’equacions, i indeterminat si n > m.

Exemple 1
Comprovacio de la compatibilitat dels sistemes triangulars

r4+3y—z = 0 rT—=2y+z+1t =
20+3z = 1 3y —2z—4t =
2z = 3 dz+t =

En el primer sistema obtenim la solucié tnica

3 1 3 7 7
= | — _ — 1— . —_ = | —— —_ — . JE—
z , Y 2< 3 2) ik r=0-3 ( 4>—i—

En el segon, per a cada valor A € R que donem a la ¢ obtenim una solucié. Per tant n’existiran
tantes com nombres reals, és a dir infinites:

1 1\ 1 D 5 T\

t_v Z_Z(l_A)—Z_Z; y—§<2+2<4—1—1)+4/\)—8+€,
r=24+2 §_+_Zi _ 1 __é —\ = %1_+_lgé

N 6 6 4 4 112 12 |

En general, si n = m, el sistema triangular

27
Tk

3
2

a1171 + @192+ -+ Fapx, = by
QAooo+ -+ —|—a2nasn = b2
(3)
ATy = b
, R b,
té solucié inica =z, = — = s,, b, — E ISER ,onl<k<n-—1.
a
nn j=k+1
Sin > m, el sistema triangular
a1T + apTat o F0mTm t Q1T+ Qi = by

Aot -+ FAmTm + A2m1Tme1 + 0+ Q2T = by

Aym T, + Am,m+1Tm+1 + o A, = bm
té una solucié real per a cada col-leccié6 de n — m valors reals
Tm+1 = )‘17 Tmt2 = )\27 sy Iy = An—m

que donem a les incognites que no formen part de les columnes de la diagonal principal.
Aquestes solucions sén en nombre infinit i s’obtenen de la mateixa manera que en el cas
anterior. Les incognites a les quals anem assignant valors arbitraris, independents i reals
reben el nom de variables lliures o parametres, i n — m rep el nom de grau d’indeterminacio
del sistema.



Definicié 6 Una combinacio lineal de les equacions del sistema (3), és una equacid del tipus

m

Z)\Z < Y CLij(L’j) = i)\zbz, on )\z c R, \4)
=1 1 =1

j=
la qual resulta de sumar els dos membres de les m equacions multiplicats pels n nombres \;.

Exemple 2
L’equacio 21y + 7z = 0 és combinacio lineal de les equacions del sistema:

20 —3y+z =2
or +2y —3z =1
3z +6y+52=3

Efectivament només cal comprovar que

2ly+72 = (—3)- (2 —3y+2)+0-(bx+2y—32)+2- 3z + 6y +52) =
= (-3)-24+0-14+2:3=—6+0+6=0.

O
Definicié 7 Direm que dos sistemes son equivalents quan tenen les mateizes solucions.
gl};esigfeﬁe:;s -y =2 oy =2 son equivalents
v+ 2y =11 3y =9, q :
Efectivament, tenen la mateixa solucié x =5, y = 3. O

En el teorema segiient s’estableixen les manipulacions que converteixen un sistema en un
sistema equivalent:

Teorema 1
a) Si sotmetem un sistema a un canvi d’ordre en les seves equacions, en resulta un sistema
equivalent.

b) Un sistema i el que resulta d’afegir-li una equacid que sigui combinacid lineal de les
del sistema son equivalents. En particular, aixo implica que es pot prescindir de les
equacions en que tots els coeficients son zero.

c) Un sistema i el sistema resultant de substituir en el primer una equacid per una com-
binacio lineal de totes les equacions, on el coeficient de 'equacio substituida és diferent
de zero, son equivalents.

Algunes conseqiiencies immediates de I'altim apartat d’aquest teorema sén que:

— Si substituim una equacié per ella mateixa multiplicada per un valor real A # 0, en
resulta un sistema equivalent.

— Si substituim una equacio per ella mateixa més alguna combinacié lineal de les altres,
en resulta un sistema equivalent.



Exemple 4

Segons el teoremalll els segiients sistemes son equivalents i, gracies a la seva forma triangular
final, el calcul de solucions és immediat. (Damunt de cada signe d’equivaléncia indiquem les
substitucions efectuades, on I'equacié que ocupa la posicié i-ésima ve representada per F;):

r—=2y+z=3
3r—9oy+22=0
2 +4dy—z2z=1
x—2y+z= 3
z=-9
2w+4y—z: 1

{ xr — 2y +z z _39 [0-F1+78--F3*>F3}

[(_3)‘F1+'F2+0~F3—>F2]
<~

[(—2)-F1 +0.F2+.F3—>F3]
<

!

!

8y 3z: -5

8
I
|
oo

:1:—2y+z: 3

!

Observem que quan fem combinacions line- 6nn Gz - Gin by
als entre les equacions del sistema només en- 0z G2 °** G2n b2
tren en joc els coeficients a;;, b;. O sigui
que prescindirem de tota la resta i treballa- Am1 Am2 *° Omp b
rem amb els coeficients distribuits segons la h o)
seglient configuracio: \ ~ 4
(aij|bi)
Definicié 8 — A la configuracio amb coeficients a;; se l'anomena matriu del sistema i ve

representada per (a;;) o també A.

— A la configuracio amb coeficients a;;,b; se l'anomena matriv ampliada del sistema i es
representa per (a;;|b;) o també A|B.

— Les col-leccions ordenades de tots els coeficients amb el primer subindex igual reben el
nom de files de la matriu.

— Les col-leccions ordenades de tots els coeficients amb el segon subindex iqual, 1 també la
col-leccio de coeficients independents, reben el nom de columnes de la matriu.

A partir d’ara quan parlem de les files del sistema voldra dir que parlem de les equacions del
sistema, i quan parlem de les columnes ens referirem als coeficients d’'una incognita determi-
nada o bé als termes independents.



1.2 Metode de resolucié de Gauss-pivot

El teorema [I] ens permet establir un altre teorema que automatitzara la resolucié de sistemes
donant pas al metode que anomenarem Gauss-pivot.

Teorema 2 Si en un sistema escollim un coeficient a,; # 0 —al qual donarem el nom de
pivot—, substituim els a;j, amb © # r, per a;j = Qg Qij— Qpj- Qig, T €ls by per b = ap-b;—by-ay,
llavors el sistema resultant €s equivalent al sistema primitiu.

F ay — Gy —— A1 — Gy b, Prova. Només cal observar que fer la subs-
titucio indicada és el mateix que:
— Fer la combinacié lineal d’equacions F:
Fr . Ar1 — || Qr¢ — afj — Qpp br
art'ﬂ+<_ait>'Fr+§ OFk
k#i,r
» a; a; a; A o . . . s
i il “ Y m bi — Substituir F; per I'anterior combinacio,
operaci6 permesa gracies al teorema [l en
ser a.; # 0.
Fm : Am1 — Amt — amj — Amn bm 0

e Forma d’utilitzar la proposicié (métode de Gauss-pivot)

— Considerarem els elements a,, de la diagonal principal com a pivots en els diferents
sistemes d’equacions equivalents que aniran apareixent, comencant per r = 1.

— Les equacions F; substituides seran les que tinguin ¢ > r, és a dir les que es trobin a
continuacié de I'equacié F,. que conté el pivot.

— Si algun dels elements que han de fer de pivot és diferent de zero permutarem per una
de posterior la seva fila o columna , —en aquest iltim cas caldra recordar aquest canvi
perque també haura canviat ’ordre de les incognites—, fins aconseguir un pivot diferent
de zero. Quan aquest procés no pugui seguir podrem discutir, i resoldre en el seu cas,
el sistema plantejat.

e En un sistema m X n, actuant de la manera explicada, sempre s’obté un sistema on els
elements que es troben sota de la diagonal principal sén igual a zero, i la ultima fila ve
expressada d'una de les maneres segiients:

1.(0 0 -+ 0 0)F), amb, 0.
2.(00 0 -+ 0 a, 0, ), ambal, #0.
3.0 0 -+ 0 a,, ay,,y - a,)b, ), ambp<nia, #0.

Es immediat que en ¢l cas (1.) el sistema és incompatible. Tant en el cas (2.) com en
el (3.) s’obté un sistema triangular, el qual, com ja sabem, té solucié. En el cas (2.) té
solucié unica. En el cas (3.) en té un nombre infinit que depenen dels n — p parametres reals
Tpr1 = Aptl, Tpr2 = Apia ... Tp = Ap, 1 el grau d’indeterminaci6 és n — p.



Exemple 5
Discussio 1 resolucio del sistema

r+y—z+t+s = 1

2043z +4t+3s = 2

r+y—z+6t+s = 2

r+3y—32+8+3s = 4

11 -1 11 1 11 -1 11 1
023432@023432@3%}1?;;
11 -1 6 1| 2 00 0 5 0] 1 005 0 0/ 1

3 3 -3 8 3 4 00 0 50 1

Aquest sistema resulta ser compatible indeterminat. Aqui tenim p = 3 i n = 5 essent els
parametres, (observem que hem intercanviat les columnes 3a. i 4a.), z=A€Ris=p R,
d’on resulta:

r+y+t = 14+A—p
2u+4t = 2-3X—3u
5t = 1

5 2 2 5 2
Es facil comprovar que si es trien els parametres ¢ = A i s = pu resulta un sistema que no
admet t = A com a parametre la qual cosa indica que s’ha d’anar amb molta cura en fer
aquesta tria. O

1 5 1 3 3 3 1
el qual té soluci6 (x,y, z,t,8) = (—+—)\+—,u, ——5)\——,11, A, £ ,u>.

1.3 Exercicis

Discuteix i resol els segiients sistemes:
Solucions:

T+2y+2t =3

a2 =0 b) T ible si 1 3
. ncompatible sia = -1 0 a = 3.

a) 2r+4y+32-2t =6 Compatible determinat si a # —1 1 a # 3,
r+2y+z=3 <a(a25a+2) a a >

a) (3 —2X— 2/17)\,—3"'2/%,“)

3r+6y+z+4t =9 (a+1)(a—3) a+1"a—3

P42 +r—a ¢) Incompatiblesia =—-2ik # —1,0béa=—1/2

ik 1.
b) z+(a+3)y+2=2a Compatible determinat si a # —21ia # —1/2,
2+ (a+5)y+(a—1)z = 4a k+1 a(k+1) 2k —a
2a+1" (a+2)(2a+1) 2(a+2)
—ax + (a — 1)y + 2z =k Compatible indeterminat sia = —21ik = —1, o
C) x—3y+2,z:—1 Sial=—12/)\2ik::—17 X
(a+2)x+(a—4)y+4z = -2 <O,3+3,)\> o (3/\,>\,2)



2 Matrius

2.1 Definicions

En les operacions realitzades en la discussio i resolucié de sistemes lineals hem observat que
els Unics elements implicats eren els coeficients de les incognites i els coeficients independents.
Aix0 ha propiciat un tractament d’aquests coeficients en una configuracié que hem anomenat
matriu. En general:

Definicié 9 Anomenem matriu d’ordre m xn a la col-leccio A de m-n nombres reals a;;, on
1<i<m1<j<n, ordenats en la forma:

ay; a2 - Qip
a a . e a
A= (a) - 21 (22 2n
Am1 Am2 = Qmnp
A les col-leccions ordenades (a;1, @, -+ ,am;m) € R*, 1 < i < m se les anomena files de la
matriul A les col-leccions ordenades (a1, a2j,- - ,am;) € R™, 1 < j < n seles anomena

columnes2

S’anomena fila o matriu-fila a una matriu amb una sola fila, i columna o matriu-columna a
una matriv amb una sola columna.

En el conjunt de files o columnes es pot trobar una estructura algebraica. Aquesta ve pro-
porcionada per les mateixes operacions que les utilitzades en les combinacions lineals de files
d’un sistema d’equacions per a I'obtencio de sistemes d’equacions equivalents:

Suma de files:
(CLl,CLQ,...,CLn) + (bl,bQ,...,bn) = (a1 +bl,a2+b2,...,an+bn)

Producte de files per un escalar real:
A (ay,a,...an) = (N-aj, A-ag, ..., A ay)

Aquestes operacions es poden generalitzar a les matrius m X n com veurem en la secci6 2.5
Ara, estudiarem aquesta estructura amb la finalitat d’introduir el concepte de rang d’una ma-
triu. Aquest concepte permetra caracteritzar 1’existencia de solucions en els sistemes lineals.

2.2 Dependencia i independéncia lineal de files

Mentre no diguem res en contra, tot el que afirmarem per a les files també es pot afirmar per
a les columnes.

Recordem que les files sén col-leccions ordenades i finites de nombres reals, les quals es poden
sumar i multiplicar per escalars. Concretament les representem amb la notacio:

F:(al,az,...,an) e R".

i anomenem la fila 0 = (0,0,...,0), fila zero o nul-la.

'La notacié R™ representa el conjunt de col-leccions ordenades de n nombres reals.
2A les files també se les anomena vectors-fila i a les columnes vectors-columna.



Definicié 10 Una combinacio lineal de les files Fy, Fy, ..., F,, és una expressio del tipus

p
S ONF = MF+ P+ .+ A,

i=1

P
en que A\, Az, ..., A\, € R. Una fila F = Z)\iFi, direm que és combinacio lineal de les files
i=1

F,F, ..., F,

Exemple 6 3 4
En la matriu | =1 5 |, la fila F5 = (17,—9) és combinacié lineal de les files Fy = (3,4) i

17 -9
F,=(-1,5).
. o 3)\1 - )\2 - ].7 3)\1 - /\2: 17
Efectivament, (17, —9) = A\1(3,4) + A\a(—1,5) = { AN, 4 5he=—9 { 19X\g——05.
17 — ,
Per tant, Ay = =51 \; = % = 4. Es a dir,
(17,-9) =4-(3,4) = 5- (=1,5) <= F3 = 4F, + (=5) Fy|.
O

Definicié 11 Un sistema o conjunt de files €s linealment dependent o lligat si alguna d’elles
és combinacio lineal de les altres.

Definicié 12 Un sistema o conjunt de files és linealment independent o lliure si cap d’elles
és combinacio lineal de les altres.

Segons aquestes definicions, en I'exemple [6] hem trobat tres files linealment dependents. A
continuacié proposarem un altre criteri per establir la dependencia o independencia lineal
d’un conjunt de files. Observem que si Fi, F5, ..., F, sén linealment dependents, una de les
files F}; es pot escriure

Fj = )\1F1 + ...+ )\j—le—l -+ )\j—f—l-Fj—i—l + ...+ )\pr.

Aixo és el mateix que MFy + ...+ N Fj1 + (=1)F; + N\jp1 Fj + ...+ N\ EF, = 0. Es a
dir, que existeix una combinacié lineal nul-la de les F; amb algun coeficient diferent de zero.
Partint d’aquesta observacié es poden demostrar els teoremes segilients:

Teorema 3 [y, Fy, ..., F, linealment dependents <= 31, A, ..., A\, € R, amb algun \; # 0,
p
tals que Z MNE, = 0.

=1

p
Teorema 4 Fy, Fy, ..., F, linealment independents <= (Z NF;=0= \; =0, ‘v’i) .

=1



Exemple 7 [fa; b
En la matriu | 0 by co |, les files son linealment independents si ay, by, c3 # 0,.

0 0 C3
Efectivament, /\1F1 +A2FQ+)\3F3 == () — (/\1(11, )\lbl +/\2b2, )\101 +/\202+/\303) == (0, O, O) —
0
)\1 == — = O
/\1(11 =0 ax
—M\b 0 N
— Aiby + Xaby =0 — A\ = b b 0 perque aq, by, c3 # 0.
Mcr + Aoty + Ages = 0 \ D ST O . 0
3 = —-— = —

C3 C3
Teorema 5 - Si un conjunt de files és lin. indep., qualsevol subconjunt ho és.

— Si un conjunt de files és lin. dep., qualsevol conjunt que el contingui ho és.

2.3 Rang d’una matriu

Definicié 13 Donada una matriu A d’ordre m x n, definim:
— El rang per files rf(A) com el mazim nombre de files linealment independents de A.
— El rang per columnes r.(A) com el maxim nombre de columnes linealment independents.

Teorema 6 (Transformacions que deixen invariant el rang d’una matriu)
El rang per files/columnes no canvia quan:
a) Es canvia lordre de les files/columnes.
b) Es multiplica una fila/columna per un escalar diferent de zero.
c) Es substitueiz una fila/columna per una combinacid lineal de les files/columnes amb el
coeficient de la fila substituida diferent de zero.
d) S’afegeix o s’elimina una fila/columna que és combinacid lineal de les altres.

A continuacié donarem una definici6 i un criteri per determinar el rang d’una matriu un cop
aplicades, de manera adequada, les transformacions que el deixen invariant. Aquest criteri és
una generalitzacié de la situacié exposada a I'exemple [71

Definicié 14 Direm que una matriu és esglaonada si es compleix que:

— En cada fila existeiz algun coeficient diferent de 0B

— Per a cada fila, llevat de la primera, el primer coeficient diferent de zero ocupa una columna
de subindex més gran que el primer coeficient diferent de zero en la fila anterior.

Direm que una matriu esglaonada €s triangular si els coeficients a;; de la diagonal principal
son diferents de zeroE

Exemple 8
La matriu A és esglaonada i no triangular, la matriu B és triangular i la matriu C' no és
esglaonada.

21 -1 0 30 1 0 -1 310 1
A=|100 3 -2 01}, B={(02 1], C=|00 2 =2
00 0 0 01 00 3 001 2

3En alguns textos no s’imposa aquesta condicié.
4En alguns textos es restringeix el domini de les matrius triangulars a les matrius n x n o quadrades. En
d’altres no s’imposa la restriccié de que els termes de la diagonal siguin diferents de zero.

9



Teorema 7 Les files d’una matriu esglaonada son linealment independents 1, per tant, el
rang per files d’una matriu esglaonada €s igual al seu nombre de files.

Per a la demostracié s’actuaria de manera semblant a ’exemple [7]

Exemple 9
A Pexemple[8, r¢(A) =3, r¢(B) = 3 ir;(C) > 2. Per determinar aquest ltim rang podem
actuar amb el metode del pivot explicat en la resolucio de sistemes d’equacions.

Efectivament, pel teorema [T, 7¢(A) = r¢(B) = 3. Quant a r;(C'), pels teoremes @i,

31 0 1 310 1
r @ =r; 00 [2] —2|Zr (00 2 —2| s
00 1 2 000 6

(*) Hem aplicat el teorema [Bc. Concretament, hem fet la substitucié (—1)F; + 2F3 — F3.
(x%) Hem aplicat el teorema [7l O

Definicié 15 Anomenem matriu transposada d’una matriu A, la matriu At que resulta en
canviar, en la matriu A, les files per columnes i les columnes per files, conservant-ne [’ordre.

Des d’aquesta definicié podem afirmar que r.(A4) = rp(A?).

Exemple 10 1 00 1 2 -1
La transposadade A= | 2 3 0] ésA'=[0 3 1 |,i r.(A) =rpA")=3.
-1 11 00 1

Una qiiestié important es la d’esbrinar relacions entre r¢ i r.. El teorema segiient proporciona
la resposta:

Teorema 8 En qualsevol matriu A es compleiz ri(A) = r.(A).

La demostracié no és senzilla i no la presentem. Ens limitem a comprovar amb un exemple
la veritat de I'afirmacio.

Exemple 11 1 2 13
Calcul del rang per files i del rang per columnes de la matriu |3 1 4 2
1 -3 2 4
1 2 1 3 1 2 1 3
rel3 1 4 2 = 7,0 =5 1 =7 —rf<(1) _25 1 _37>:2
1 -3 2 -4 0 -5 1 —7
13 1 1 3 1
Tliig_r21—3TO—55_r131_2
Al 39 ) (v 4az| o 1m0 =55
3 2 —4 0o -7 =7

Laltim teorema ha mostrat que el rang és independent del fet de considerar la matriu com-
posta de files o de columnes. Aixi, podem definir el rang d’una matriu:

10



Definicié 16 Anomenem rang r(A) d’una matriu A, el seu rang per files o columnes indis-
tintament.

Entre d’altres qiiestions, aixo planteja la possibilitat de calcular el rang d’una matriu, a partir
del calcul del rang de la matriu transposada.

Exemple 12 le é
Calcul del rang de la matriu 11
37
4 1 10
1 o 4 11 (1 41 3\ 5
e 1) "o 1 7))
37 37
O
2.4 Abplicacio als sistemes lineals. Teorema de Rouché-Frobenius
Recordem que quan es proposa de resoldre un sistema lineal
a1y + 12T + -+ -+ + 1T, = bl
a91X1 + QooXy + -+ + Aoy, = b
S ? 2 en que a;j,b; € R, (5)

Am1T1 + AmaTs + -+ -+ ATy = bm

el que es pretén es trobar n nombres reals que satisfaguin les m condicions anteriors. Aquest
problema es pot traduir al llenguatge de matrius i files anomenant

Aj:(alj,,am])ERm,perlgjgn i B:(bl,,bm)ERm
Aixi, la qiiestié consisteix en trobar
r1,%a,..., T, € R talsque x14; +2045+...+2,A,=B.

Es a dir, en trobar una combinaci6 lineal de les columnes A; de la matriu A del sistema que
sigui igual a la columna B de la matriu ampliada A|B.

2.4.1 Condicié necessaria i suficient per a D’existencia de solucions

Utilitzant aquest nou llenguatge trobarem una condicié necessaria i suficient per a 'existencia
de solucions, i estudiarem en el cas de compatibilitat el nombre de solucions.
Suposem que el sistema té solucié. Llavors B és combinacid lineal de les columnes A;. Per

tant, pel teorema[f, en afegir la columna B a la matriu A, el rang no varia i|r(A) = r(A|B) |

Hem trobat una condicié necessaria per tal que el sistema tingui solucio.

Esbrinem si aquesta condicié és suficient. Suposem, doncs, que 7(A) = r(A|B) = r. Siguin
Aj L A, ..., Aj les columnes independents. Veurem que B és combinacié lineal d’aquestes i,
per tant, el sistema tindra solucio.

11



Actuem per reduccio a I'absurd. Si B no fos combinacié lineal d’aquestes columnes, llavors
MB + MA; + MAy, + -+ MA, =0 = — MAj, 4+ MAj, + o+ NA, =
0 = ’)\1 ===\ = O‘ = B,A; A, ..., A; son linealment independents —
r(A|B) =r+1>r=r(AB).

Aquesta ultima desigualtat estableix una contradiccié amb la hipotesi de treball que era la
igualtat dels rangs. Consegilientment hem establert el teorema segiient:

Teorema 9 (Teorema de Rouché-Frobenius)

El sistema (Bl) és compatible <= r(A) =r(A|B).

2.4.2 Nombre de solucions

Si anomenem r = r(A) = r(A|B), sabem que r < n. Es presenten dues possibilitats:

r =n — El sistema és equivalent a un sistema triangular amb igual nombre de files i
columnes en la matriu A. Per tant té solucié tnica®

r <n — Existeixen r columnes A4, ,..., A; , linealment independents. Podem situar-les en
els r primers llocs i el sistema és equivalent a un sistema triangular amb menys files que
columnes. Llavors, per a cada col-leccié de n —r valors reals arbitraris donats a lesn—1r
incognites corresponents a les ultimes n — r columnes de A, obtindrem un sistema amb
les r incognites x;,, ..., x;, que tindra solucid unica. Consegiientment, en poder assignar
un nombre infinit de col-leccions de nombres arbitraris a les tltimes n — r incognites, el
sistema tindra un nombre infinit de solucions dependents de n — r parametres.

r+2y+2+t=0

20 —y — 32+ 2t =2
r—3y—4z+t=2
dr — Ty — 1124+ 4t = 6.

Exemple 13
Discussio del sistema

Aplicant el metode de Gauss-pivot és facil comprovar que aquest sistema és equivalent al que

té per matrius:
1 2 1 1]0
0 =5 =5 0 2 )"

on tenim r(A) = 2 = r(A|B), la qual cosa significa que el sistema és compatible. Com que
r =2 < 4 = n el sistema és indeterminat i el nombre de solucions dependra de 4 — 2 = 2
parametres. Agafarem com a parametres les incognites que quedin després d’excloure dues
columnes independents. En aquest cas, I'inica parella d’incognites que no podriem considerar
com a parametres seria la parella y, z perque les columnes primera i quarta sén linealment
dependents. En total podriem considerar cinc eleccions diferents de parametres. O

5Per a la discussié dels sistemes triangulars vegeu la seccié [I], pagina [
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2.5 Matrius. Estructura

De la mateixa manera que hem definit la suma i el producte per un escalar de files o columnes,
es defineixen aquestes operacions per a matrius-fila o columna i per a matrius m xn en general:

Suma de matrius:

ailr G2 - Qg biy bz - by, ayy +bnn - ap, + by

G21 G2 - Qop bai by - Doy ag; +bay - agy + by,
+ ) ) . ) = ) )

Am1 Qm2 - Amn bml bm2 T bmn am1 + bml e Amn + bmn

Producte de matrius per un escalar:

aix Qa2 - Qip Arai;r Araig o Asan,

a21 Q22 -+  QAg2p Aoagr A-age - A-ag,
A -

am1 Am2 - Amn )\ * A )\ Q2 >\ * Qmp

Aquestes operacions proporcionen a les matrius m x n la mateixa estructura que la de les files
quan s’operen.

Producte de matrius: També es defineix un producte d’una matriu A = (a;;), d’ordre
m X p, per una altra B = (b;;), d’ordre p x n, com una altra matriu C' de coeficients

P
Cij = E ik -
k=1

Observem que per poder multiplicar les dues matrius el nombre p de columnes de la primera
ha de ser igual al nombre p de files de la segona, i la matriu resultant té m files, com la
primera, i n columnes com la segona. En I'esquema adjunt es mostra el lloc de ¢;; que resulta
de multiplicar la fila F; de la matriu A per la columna C; de la matriu B:

C; .
— (7)
1
Ap=|1 -
(Z> - Cij
~ m‘;p d BN I .

— . o
pXn

Es pot comprovar que aquest producte té la propietat distributiva respecte de la suma, la
propietat associativa, pero no té la commutativa.

13



Exemple 14

Calcul de 3BA+ B i A-C, en que
1 2 0 3
31 -1 2 C:(é _;>
4 0 5 1
3-1 3-2 0 3 3-1+0 3-2+3 39
3A+B=|3-3 31 |+ -1 2 ]=1|3-3-1 3142 | = 8 5 |,
3-4 3-0 5 1 3-44+5 3-0+1 17 1
1-142-0 1-(=1)+2-2 1 3
A-C=| 3-1+1-0 3-(-1)+1-2 | = 3 -1
4-140-0 4-(-1)+0-2 4 —4

O

En el cas del producte de matrius d’ordre n x n, anomenades matrius quadrades d’ordre n, el
producte té element neutre i aquest és la matriu identitat

10 - 0
01 - 0

In: . . . . enqué aiizliaij:O SlZ#],
00 - 1

que compleix A-I, =1, - A= A.

A partir de l'existencia d’aquest element I,, és natural preguntar-nos per I'existencia d’element
invers, és a dir per 'existencia de matrius invertibles. La resposta a aquesta pregunta és que
no totes les matrius sén invertibles.

Definicié 17 Una matriv quadrada A és invertible ssi existeix una matriu quadrada X tal
que A-X =X-A=1,. Alamatriu X se l’'anomena la inversa d’A i es representa X = A~L.

. . ‘s inverti , .
De fet, es pot demostrar que per establir que una matriu A és invertible només cal comprovar
que existeix X tal que A-X = I,,. Veurem sobre un exemple la manera d’actuar en la recerca
de la inversa d’una matriu.

Exemple 15 1 3 2
Recerca de la inversa de la matriu A = -1 0 1
01 2

Hem de resoldre els tres sistemes d’equacions resultants de plantejar

1 3 2 r1T T2 I3 1 00
-1 01 1. Y2 ys | =0 10
01 2 Z1 R2 Z3 0 0 1

Aquests tres sistemes es poden resoldre d’'una manera simultania, aplicant el metode de Gauss-
pivot a la matriu

(6)

ok e
_ o W
(NSRRI )
o O =
O = O
_— o O
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i fent zeros, no tant sols per sota de la diagonal principal, siné també per sobre. Aix{ els tres
sistemes ([f)) s6n equivalents als sistemes

1 321100 3 0 =3 0 -3 0
0331101103 3 1 1 0 | <<=
0127001 00 3| -1 -1 3
900} -3 =12 9 100 -1/3 —-4/3 1
090 6 6 -9 |<|010]| 2/3 2/3 1],
003 -1 -1 3 00 1] -1/3 —1/3 1
~1/3 -4/3 1
d’on resulta immediatament que A~ = 2/3  2/3 -1 |. O
“1/3 ~1/3 1

En general, es pot demostrar el teorema segiient sobre 1’existencia d’inverses:
Teorema 10 La matriu A d’ordre n X n és invertible si i només si r(A) = n.
Presentacié d’un sistema d’equacions mitjancant un producte de matrius: Obser-

vem que el sistema d’equacions m x n de la pagina [Il es pot presentar utilitzant el producte
de matrius,

aixy Qa2 - QAip 4 by
Q21 Ag2 - Q2p T by ;

. =\ . obé A -X=0B.
Am1 Am2 - Amn Tp bm

A més, en el cas en que el sistema és n x n amb r(A) = r(A|B) = n, la solucié tdnica es pot

7

obtenir multiplicant per la matriu A=! a esquerra. Es a dir,
AT A X=A'"B=1I, X=A'"B=X=A"'.B.

D’aquesta manera s’obté,
-1

X1 11 A2 - Qin by

X2 _ Q21 Qg2 -+ A2p by

T, An1 Ap2 - Ann bn
Exemple 16 r+3y+2z=1
Resolucié del sistema —r+z =2
y+2z =3

Es de facil comprovacié que el seu rang és 3. Llavors,
1

@ 132\ /1 —1/3 —4/3 1 1 0
yl=1-101 ) (2|9 2/3 2/3 1| [2]=][-1
P 01 2 3 ~1/3 —-1/3 1 3 2

La solucio és x =0, y = —1, z = 2.

() La matriu inversa ha sigut calculada a I’exemple [I5 O
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3 Determinants

3.1 Exercicis d’introduccid

Exercici 1
<Cl11 a12

Sigui la matriu > . Volem estudiar la condicio sobre els seus coeficients que determina

Q21 (22
que el rang sigui 2 o no ho sigui. Es a dir la condicio que determina la independéncia lineal
entre les seves files.

Exercici 2 ai; @1z Q13

Sigui la matriu | as; ase asz |. Volem estudiar la condicio sobre els seus coeficients que
az1 az2 ass

determina que el rang sigui 3 o no ho sigui. Es a dir la condici6 que determina la independencia

lineal entre les seves files.

Resolucio de ’Exercici 1

Estudiem el rang aplicant transformacions que conservin el rang. Concretament, apliquem el
teorema Bk de la seccié 23] el qual ens porta a la discussio:

o aj; #0
r 12\ _ [ ai2
a1 0 anaxp — apay

Aquesta tltima té rang igual a 2 si i només si

a11G22 — A12G21 7'é 0. (7)

« [0 =0)

Perque tingui rang igual a 2 cal que a5 # 0. Llavors

@11 Q12 Q12| a1 12 a11
: . .
21 Q22 Q22  A21 0 aa91 — ajjage

Igual que abans, aquesta ultima té rang igual a 2 si i només si

a11G22 — A12G21 7é 0. (8)

Resolucio de ’Exercici 2

Portem la discussié de la mateixa manera que a l’exercici anterior:

+[on 20
aiz2 A3 11 Q12 13

r Q21 A2 (23 =T 0 11022 — A12G21 | (11023 — A13G21 (9)

31 A3z ass 0 11032 — Q12031  A11033 — A13031
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I[si |aj1a00 — ajpas; # 0‘ aquest rang és igual a

a1 a2 a3
r 0 ajiaz — apaz  ainazs — ai3az
0 0 (%)
<1 ., -
en que l'expressio (x) és:
(*) = an (a11a22a33 — (12021033 — A13022031 — 411023032 + 12023031 + 0136621@32) +

bt st g — sy oo A
Llavors, la matriu té rang igual a 3 si i només si

A = a11a22a33 — Q12021033 — 13022031 — Q11023032 + G12G23031 + 13021032 75 0. (10)

Si|ajiagy — aiaae; = 0 ‘, no podem fer I'iltima transformacié de matrius. Perque el rang sigui
igual a 3 cal que aj1as3 — ajzas; # 0. Llavors, si permutem les dues tltimes columnes obtenim
que l'expressié ([@) és igual a

a1 a13 Q12
T 0  ajiags — ajzas a1 — a1202;
0 0 —aiy - A

Per tant, el rang és igual a 3 si i només si A # 0.

«[i )

En aquest cas ag; # 0 0 az; # 0. Llavors si canviem 'ordre de les files del sistema i actuem
igual que abans, arribariem a la mateixa conclusié que abans, A # 0. O

Observacions finals. Els factors dels productes de les expressions

a11A22 — G12021, (11)
11022033 — (12021033 — (13022031 — G11023032 + Q12023031 + A13021032,

que determinen els rangs de les matrius d’ordre 21 3, es construeixen a partir de la consideracio
de totes les permutacions possibles dels subindexs que ocupen la segona posicié —dues en el
primer cas, i sis en el segon—:

Permutacions en el cas d’ordre 2: 12 21.
Permutacions en el cas d’ordre 3: 123 213 321 132 231 312.

A més, si anomenem permutacions principals a 1 2 i 1 2 3, i considerem el nombre de
canvis d’ordre entre parelles d’elements que apareixen en la resta de permutacions respecte
d’aquestes dues, s’observa que:

— Si hi ha un nombre parell de canvis, el signe del producte corresponent és positiu.
— Si hi ha un nombre senar de canvis, el signe del producte corresponent és negatiu.

Les expressions ([II]) tenen una gran rellevancia en la teoria i les aplicacions de I’Algebra i
reben el nom de determinant de la matriu quadrada corresponent. Per tal de donar una
definicié rigorosa d’aquest nou objecte farem una introduccié a la teoria de les permutacions.
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3.2 Permutacions

Definicié 18 Donat el conjunt A = {1,2,...,n}, cadascuna de les possibles ordenacions dels
seus elements s’anomena permutacio de n elements. Si utilitzem el llenguatge d’aplicacions
entre conjunts, es diu que una permutacio de n elements és una aplicacio bijectiva

o: {1,2,....,n} — {1,2,...,n}

n — o(n)
la qual t L2 oo també (1) o(2)...0(n). El
a qual es representa per | -y oy T gy |0 0 tambéper o(1) 0(2). o (n). Bl con-

junt de permutacions d’A es representa per S, i té estructura de grup amb [’operacio de
composicid de funcions®

Per exemple ( 23

5 1 3 ) =21 3, és la permutacié o tal que o(1) =2, 0(2) =11 0(3) = 3.

Definicié 19 Si firem un ordre entre els elements d’A, a la permutacio que conserva aquest
ordre l’anomenen permutacid principal. Si no es diu el contrari es considera (12 ... n) com
la permutacio principal.

Definicié 20 Una permutacic o presenta una inversio en les posicions i, j, St no CONServa
Uordre de la permutacid principal en els llocs i, j. Es a dir, quan i < j i o(i) > o(j).

1 2 3 4

1 43 2 ) € Sy, presenta les inversions 4 3, 4 21 3 2.

Per exemple la permutacié (
Definicié 21 Direm que una permutacio és de classe parell si presenta un nombre parell
d’inversions, i que €és de classe senar si en presenta un nombre senar.

Definicié 22 Definim el signe (o) d’una permutacid o, com

£(0) = +1 ,st o és parell
| =1 st o éssenar

Teorema 11 Dues permutacions que tenen dos elements i només dos intercanviats son de
classes diferents. En un llenguatge més técnic diriem, o @ T tals que existeizen p,q €
{1,2,...,n}, amb 7(p) = o(q) i 7(q) = o(p), i ¥Vj # p,q és 7(j) = o(j), son de classes
diferents.

Prova. Estudiem el nombre d’inversions que fan falta per passar d’'una permutacié a l'altra.
Considerarem dos casos:

a) Suposem que p i ¢ s6n consecutius, (p = p+ 1). Llavors només fara variar el nombre
total d’inversions el fet que o(p) i o(p + 1) estiguin en inversié o no. Efectivament,

—o(p)io(p+ 1) no presenten inversié = 7(p) =o(p+1) i 7(p+ 1) = o(p) presenten
inversio.

6 Aix0 vol dir que la composicié de dues permutacions és una altra permutacié, i que aquesta composicié
té la propietat associativa, té un element neutre (la permutacié que transforma cada element en ell mateix),
i que cada permutacio es pot compondre amb una altra tal que el resultat és I’element neutre.
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—o(p)io(p+ 1) presenten inversié = 7(p) = o(p+1) i 7(p+ 1) = o(p) no presenten
inversio.
O sigui que o i 7 es diferencien en una inversié i sén de classes diferents

b) Sipi ¢ no sén consecutius

Per posar o(p) en el lloc de o(q), haurem de fer ¢ — p intercanvis consecutius amb
elements adjacents, és a dir ¢ — p canvis de classe.

Per posar o(q) en el lloc que ocupava o(p) —entre o(p — 1) i o(p + 1)—, haurem de fer
q — p — 1 canvis de classe.

En total haurem de fer (¢ —p) + (¢ —p — 1) = 2(¢ — p) — 1 canvis de classe. Aix0 vol
dir que o i 7 es diferencien en un nombre senar d’inversions i, per tant, sén de classes
diferents. O

Teorema 12 Sin > 2, hi ha tantes permutacions parells com senars.

Prova. En total hi ha un nombre n! de permutacions que podem agrupar de dues en dues, de
manera que les agrupades tinguin només dos llocs intercanviats. Com que cadascuna de les
permutacions d’aquestes parelles pertany a una classe diferent, hi haura n!/2 permutacions
parells i n!/2 permutacions senars. O

3.3 Propietats dels determinants

Amb l'ajut del llenguatge de les permutacions definirem els determinats i enunciarem les seves
propietats sense demostrar-les.

Definicié 23 Anomenem determinant d’una matriu quadrada (a;;) a lexpressio

1<i,j<n
aip -+ Qin
det(aij) = . = Z 5<0) A15(1) A20(2) ** * Ano(n) »

An1 e Unn oc€Sh

en que n rep el nom d’ordre del determinant.

Notem que el teorema [I2] ens permet afirmar que hi haura tants sumands amb signe positiu
com negatiu; i que el determinant és la suma de tots els productes que resulten d’agafar com
factors un sol element de cada fila i de cada columna, afectats del signe de la permutacio
determinada pels subindexs corresponents a les columnes de la matriu.

Exemple 17
Determinacio del signe del producte ayaa95a31a44a53 en un determinant d’ordre 5.

La permutaci6 2 5 1 4 3 presenta les inversions 2 1, 51, 54, 53, 4 3. En total fan un nombre
de 5, i per tant és senar, és a dir que el signe del producte és el (—). O
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3.4 Regla de Sarrus

Per calcular determinants d’ordre 3, la definici6 de determinant origina la regla basada en
I’esquema segiient, en que cada circuit representa un sumand format pel producte dels tres
coeficients que conecta. Els productes de la figura de I'esquerra vindran afectats pel signe
positiu i els de la dreta pel signe negatiu.

Teorema 13 (Propietats dels determinants) Si representem les columnes del determi-
nant per Cj = (a1, agj, ..., ay;), 1 < j <mn, llavors es compleiz:

Cl) det(Cl,...,Cj+C;,...,Cn) :det(Cl,...,Cj,...,Cn)—|—det(Cl,...,C]’-,...,Cn).
b) )\'det(Cl,...,Cj,...,Cn):det(Cl,...,)\~Cj,...,Cn), VJE{L,?’L}
¢) det (O, Cypron Cprr C) = —det (Chy o Gy Cor o C).
d) det (Ch,....Cprr' Cor o Co) = 0.
1 n
6) )\j%O:det(Cl,...,Cj7...,Cn):/\—-det (Cla'--7Cj—172)\p0p70j+17-”>0’n>'
y =

f) Sigui A+ la matriu que resulta de canviar les files d’A per columnes, a la qual anomenem
transposada d’A, llavors

det(A') = det(A).
g) Tot el que hem dit per a les columnes serveiz per a les files.
h) Cy,...,C, son Li. <= r(Cy,...,C,) =n<=det (Cy,...,C,) #0.

i) Es tracta d’expressar un determinant d’ordre n a partir de determinants d’ordre n — 1.
Per fer-ho cal que introduim un parell de definicions:

Definicié 24 Anomenem menor complementari d’a;; el determinant®

all ... a’lj D aln
My=|an - a; - an|.
anl ... a/n] ... ann

"La notaci6 a indica que es prescindeix de ’element a.
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és a dir el determinant que resulta en eliminar la columna j-ésima i la fila i-ésima.

Anomenem adjunt d’a;; a A;; = (—1)" M,;.

Aquestes definicions ens permeten expressar de manera simplificada la propietat segiient,
que també es podria prendre com una definicio recurrent de determinant, alternativa a
la que hem proposat a l'inici de la seccic —només cal definir |ai1| = a3 —:

det(a;;) = Z appAkp = Z apk Api; -
k=1 k=1

Es a dir que per calcular un determinant fem la tria d’una columna o fila —p-ésima—
multipliguem cadascun dels seus elements pel seu adjunt © sumem tots els productes que
en resulten. Segons actuem d’una manera o de l'altra diem que estem desenvolupant el
determinant per la columna p o per la fila p.

Exemple 18 T a a
Siguin a € Rilamatriu M = | a x a
a a x
Calcul de = per tal que la matriu M tingui rang igual a 3.

r a a ) r+2a a a () T+ 2a a a ()
« T a|=|r4+2 r al|= 0 r—a 0 = (x4 2a)(z — a)*.
a a x r+2a a x 0 0 r—a

(¥) C1 + Cy + C3 — C. (Teorema [[3k.)

(xx) Fy — F} — Fyi F3 — F; — F3. (Teorema [[3kg.)
(* % *) Apliquem la regla de Sarrus.

Consegiientment,

(skskorox)

r(M) =3+ (x+2a)(x—a)27é0<:>’x7é—2a i x;«éa‘.

(% % *x) Pel teorema [[3h. O

3.5 Aplicacié a la resolucié de sistemes
3.5.1 Sistemes amb solucié tnica (Regla de Cramer)

Suposem que tenim el sistema (a;;) (z;) = (b;), 1 < 14,5 < n, compatible determinat. Aixo
equival a (a;;) = n i també a que det(a;;) # 0. Llavors, si (s, s2,. .., s,) és la solucid, podem
escriure —amb la notacié de la seccié 2.4

81A1+82A2+"'+SnAn:B.

Consegiientment, Vj € {1,2,...,n}, per les propietats dels determinants

det(Al,...,Aj_l,B,Aj+1,...,An) = 281"det(Al,...,Aj_l,Ai,Aj_H,...,An) =
i=1

= Sj'<A17--'7AJ'7'-'7An) = Sj.det(aij)’
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en que podem aillar s; i obtenim la regla de Cramer:

. det (Al, . 7Aj—17 B,Aj+1, R ,An>

) 1<5<n.
% det (aij) ’ =J=7n
Exemple 19 r—y+2=0
Resolucié del sistema r+y+z=1
20 —y —z =2
Observem que el sistema és compatible determinat. Efectivament,
3 -1 1
det(A)=|1 1 1|=-6%#0=r(A)=r(A|B)=3 = solucié unica. Per tant:
2 -1 -1
0 -1 1 30 1 3 —-10
1 1 1 11 1 1 11
2 -1 -1 —6 2 2 -1 -9 3 2 —1 2 9 3
xTr = ——:17 y:—:—:—’ i = ——
det(A) —6 det(A) -6 2 det(A) —6 2
O

3.5.2 Sistemes indeterminats

Sigui 7 = r(A) < n = nombre d’incognites i m = nombre d’equacions. Un cop eliminades les
m — r equacions dependents, i convertides en parametres les n — r incognites .1, Try2, ...,
T,, corresponents a les columnes dependents tenim

n

any + -+ anr, = by — E aijj

Trp1 = N\ j=r+1
: , enque \; €R i :
n
Tn = )\n
amxi + -+ apr, =b, — E Arjj .
Jj=r+1

Llavors, per a cada eleccié de les \j, el sistema de la dreta és compatible determinat de rang
r, i podem aplicar la regla de Cramer per a la seva resolucié.

Exemp.l(/a 20 . 3r—y+z2z=0
Resolucié del sistema
r+y+z=1
-1

‘ 3 -1
1 1
Per tant, la columna de coeficients de les z depen de les dues primeres columnes i, per a cada
eleccid del parametre z = A € R, tenim el sistema compatible determinat de rang 2

r—y= —A
r+y=1-—A\

=4 # (0 = les columnes ( i) ) i ( 1 ) son l.i. ir = 2 < 3 =nombre d’incognites.

Finalment, si apliquem Cramer:
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3.6 Determinants i rang d’una matriu

Existeix una tecnica que permet trobar rapidament el rang d’'una matriu a partir del calcul
de determinants. La relacié entre el rang d’una matriu i el calcul de determinants la hem
trobat d’'una manera implicita en els exercicis d’introduccié de la teoria de determinants de la
seccio 3.1l D’altra banda la penultima propietat de la teoria de determinants presentada en el
teorema [[3] sera clau per a l'establiment d’aquesta relacié. El resultat fonamental d’aquesta
seccio és el teorema [0, el qual proporcionara la teécnica anunciada.

Definicié 25 Donada una matriu A d’ordre m X n, triem k columnes i k files d’A. Fl
determinant de la matriu que té per coeficients, els coeficients d’A que alhora pertanyen a
cadascuna de les files © columnes escollides, rep el nom de menor d’ordre k de la matriu A.

Teorema 14 C},,C},,...,C;, son columnes independents de la matriu (¢;;) 1<i<m <= Ewis-
1<j<n
teix un menor d’ordre k, diferent de zero, en les columnes Cj,,Cj,,...,C; de la matriu.
Prova. , ) , . )
L , té rang k, i per tant té k files linealment independents. Lla-
:>) Cljy Clj .. . .
) _ . vors existeixen k files —que ocupen els llocs i1, i9, ..., ip—
tals que, per I'altima propietat dels determinants proposada
Cmji "' Cmyy, en el teorema I3,
Cini " Cingi
det : : #0.
Cirg1 """ Ciggi

<) Si existeix un menor, d’ordre k, diferent de zero, les columnes corresponents de la ma-
triu (¢;;) seran linealment independents. Si no fos aixi, la relacié de dependencia que hi hauria
entre elles també valdria per aquestes columnes en la matriu del menor i, consegiientment,
aquest seria nul, la qual cosa és contradictoria. O

Teorema 15 En una matriu A existeix un menor, d’ordre k, diferent de zero i tots els d’ordre
k41 son nuls <= r(A) = k.

Prova. =) Pel teorema [I4] hi haura k£ columnes linealment independents, aixo implica
que 7(A) > k. Ara bé r(A) > k no pot ser, perque si aixd passés hi hauria k£ + 1 columnes
linealment independents i, per tant algun menor d’ordre k + 1 diferent de zero, la qual cosa
va contra la hipotesi.

<) 7r(A) =k = existeixen k columnes linealment independents, aixo implica que existeix
un menor d’ordre k£ no nul. D’altra banda si n’existis algun d’ordre k£ + 1 diferent de zero,
hi hauria k& + 1 columnes linealment independents i seria r(A) > k, la qual cosa és una
contradiccio. O

23



Definici6 26

Bl - D e Donada una matriu A i un menor M = det(B), orlar el me-
nor M significa construir un altre menor afegint a cada fila
de B un element de la mateiza fila en A, de manera que tots
[ e I els elements afegits estiguin en la mateiza columna en A; 1
: : a la matriv resultant, afegir a cada columna un element de
la mateiza columna en A, de manera que tots els elements

A afegits siguin de la mateiza fila en A.

Exemple 21
Construccié d’una orla i calcul del nombre d’orles del menor que s’indica en la matriu:

0 [1] o [1]
13 -1 2
1 [4] 1 [o]
23 0 1

Per construir una orla afegim a cada fila del menor, I’element corresponent de la primera
columna, i a cada columna resultant ’element corresponent de la segona fila:

1 oo [1 o] 1] o [1] o] 1] o [1]
1 3

0 [1]
13 -1 2 | _ -1 o2 | [ B] -1 [2]
1 1 0] 1 [0] 1 [0]
2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1
011
Aixi lorla és 1 3 2 | =3. En ser el nombre de columnes disponibles igual a 2 i el nombre
1 40
de files disponibles igual a 2, el nombre d’orles que es poden construir sera 2 - 2 = 4. O

Teorema 16 En una matriu A = (a;;) existeiz un menor, d’ordre k, no nul i qualsevol menor
d’ordre k + 1, que resulta d’orlar Uanterior, és nul <= r(A) = k.

Prova. =) El rang d’una matriu no canvia en variar l'ordre de les seves files o columnes.
Per tant podem suposar que

aip -0 Qg
#0.
0 )
Si orlem aquest menor, per a cada columna C; = (ay;, ..., an;), J > k, es compleix que

@11 - A1k Qi

=0, sempre que k+1 <p <n.
Qg1 - Qg Gy
Apr -+ Qpk  Qpj
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a1 -0 Qi Gy
Aixo implica que r| am o ape ag; | = k.

Ap1  +++ Qpk  QApj
Conseglientment cada columna Cj, tal que j > k, és combinacié lineal de les & primeres

columnes. Llavors, es pot establir que no hi pot haver k41 columnes linealment independents®
Per tant, r(A) = k.
<=) Es immediat pel teorema [I5l O

Exemple 22
Economia de calcul proporcionada per 1'tis de la técnica d’orlar.

En una matriu d’ordre m x n el nombre de menors d’ordre k£ + 1 és (le) . (kil), i si existeix
un menor d’ordre k no nul, el nombre de les seves orles, d’ordre k + 1, és (m — k) - (n — k).
La diferencia entre les dues quantitats ens déna una mesura de ’estalvi d’operacions en el

calcul del rang, en el pitjor dels casos. Per exemple, si m = 4, n = 41 k = 2, llavors

(-G -22=16-4=12 0
Exemple 23 1 0 2314
Calcul del rang de la matriu 3 2 -1 10 2
-3 -4 8 7 2 8
i 10 . . .
Considerem el menor 3 9|~ 2 # 0. Si orlem amb la tercera columna i la tercera fila i,
després, amb la quarta columna i la tercera fila, obtenim:
1 0 2 1 0 3
3 2 —-1|=01i 3 2 1|=0.
-3 -4 8 -3 —4 7
Pero, amb la cinquena columna i la tercera fila obtenim
1 01
3 2 0|=-2#0.
-3 —4 2

Per tant el rang de la matriu és 3. Aix0 implica que no hi ha relacions de dependeéncia entre
les files i que les columnes tercera, quarta i sisena sén combinacié lineal de la primera, segona
i cinquena. O

8La demostracié d’aquesta afirmacié és complexa i es pot dur a terme en les etapes segiients:
— Suposar que hi pot haver k + 1 columnes linealment independents.
— Provar per induccié que alguna d’aquestes columnes és combinacio lineal de les altres, la qual cosa contradiu
la suposicié de sortida.

En general, entre totes les columnes (o files) que poden ser generades per un nombre finit & de columnes (o
files), mai se’'n poden trobar més de k linealment independents.
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4 Nota historica. Un descobriment de Gauss

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), nascut a Brunswick (Alemanya), va ser un dels més
grans matematics del seu temps. El rei de Hannover va fer encunyar monedes en que es
qualificava Gauss com Princeps mathematicorum, titol amb el qual encara se’l reconeix. De
petit ja demostrava la seva especial aptitud davant els seus mestres amb exemples com el calcul
de la suma dels cent primers nombres naturals en pocs segons i sense necessitat de paper.
Prova de I'excel-lencia del seu enginy és un dels seus primers grans descobriments que va fer,
segons consta en el seu diari, el 30 de mar¢ de 1796, un mes abans de complir els 19 anys.
Va consistir en resoldre una qiiestié plantejada feia més de dos mil anys pels geometres grecs
i contra la qual els matematics havien fracassat fins aquell moment. Tot i que no té relacio
amb el tema estudiat aqui, la presento com un homenatge a la seva figura i pel paral-lelisme
entre 'edat de Gauss quan va fer el seu descobriment i les edats dels estudiants d’aquestes
pagines. Es tracta de la construccié del heptadecagon regular amb un regle sense marques i un
compas. Pocs anys després, 'any 1801, en el seu tractat de teoria de nombres escrit en llati, el
qual va titular Disquisitiones Arithmeticae2 va incloure el descobriment amb la demostracié
inclosa de quins eren tots els poligons regulars construibles amb regle i compas. Aquests
havien de tenir un nombre de costats igual a 2" amb n > 2, o bé igual a 2" - p;, - p;, - - - p;, amb
n >0, s > 1, en que els nombres p;; eren primers de Fermat no repetits. Aquests primers
son nombres que tenen la forma

pk:22k+1 on k>0.

Reben aquest nom perque PIERRE DE FERMAT, I'agost del 1640, va conjecturar que tots ells
eren primers dient:

No en tinc la demostracié exacta pero he exclos tan gran quantitat de divisors per
demostracions infalibles, i tinc proves tan clares que estableixen la meva opinié que
seria pends dedicar-m’hi.

L’any 1739, LEONHARD EULER va enderrocar la conjectura de Fermat quan va demostrar
que
ps =22 +1=2%4+1=14294967297 = 641 x 6700417.

De fet només es coneixen cinc primers de Fermat, i no se sap si n’hi han més:
p0:3 p1:5 p2:17 p3=257 p4:65537

Per fer-nos una idea de si hi ha “molts” o “pocs” poligons regulars construibles, I'afirmaci6 de
Gauss ens permet d’assegurar que, per exemple, amb un nombre de costats menor que 65538
només n’hi ha 137.

9Existeix una traduccié catalana feta per GRISELDA PASCUALT, fins fa pocs anys professora titular
d’Algebra de la Facultat de Matematiques de la Universitat de Barcelona, editada per I'Institut d’Estudis
Catalans I'any 1996.
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