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1 Introduccid

Recordem que anomenavem polinomis de coeficients reals amb la indeterminada x a les ex-
pressions del tipus:

A" + ap_ 12" 4 - asr? + a1z + ag, en que ay € Rin e N.

No concretavem ni aprofondiem en el significat de la lletra o indeterminada x. En el nostre
cas ens conformavem a entendre-la com una variable numerica sense determinar.
Anomenavem el valor de n, grau del polinomi. Els nombres a; rebien el nom de coeficients del
polinomi, i 'expressié a;z* s’anomenava terme de grau k. Aquests objectes es podien sumar,
sumant els coeficients dels termes de mateix grau.

Exemple 1 Suma de p(z) = 32* — 22° + 7x — 10 i ¢(x) =52 + 2? + 2z + 4.

p(x)+qlz) = B+0)2*+(=2+5)2° + (0+ 1)a? + (7+2)z + (=10 + 4)
32* 4 32° 4+ 2% + 9z — 6.

També es podien multiplicar considerant tots els productes possibles entre els termes del
polinomi i agrupant-los pel seu grau:

Exemple 2 Producte de p(x) = 523 — 2x + 10 i q(x) = 22 + 3z — 4.

p(x)-qz) = (5-2)2°+ (5-3)a" + (5 (=4) + (=2) - 2)2® + ((—2) - 3+ 10 - 2)2”
+((=2) - (—4) +10-3)z + (10 - (—4))
= 102° + 152* — 2423 + 142 + 38z — 40.

2 Descomposicié factorial d’un polinomi

2.1 Divisi6é entera de polinomis

Donats els polinomis p(z) i d(z) es pot demostrar que existeixen dos polinomis ¢(x) i r(z)
tals que:

1) plz) =d(x) - q(x) +r(z)

2) 0 < grau(r(z)) < grau(d(z))



L’operacié d’obtenir els dos polinomis ¢(x) i r(x) a partir dels polinomis inicials s’anomena
divisid entera dels polinomis p(x) i d(x). Els polinomis g(z) i r(x) reben, respectivament,
els noms de quocient i residu de la divisio.

Exemple 3 Divisié entera de p(xr) = x* — 82? + x + 7 entre d(z) = z? — 2x.

e (Calcul mitjancant la definicio:
Observem que el grau del quocient ha de ser 4 — 2 = 2 i el del residu ha de ser menor que 2.
A més, en el quocient el coeficient de grau 2 ha de ser % = 1. Llavors,

ot =8t +x+7 = (2® —22)(2* +br+c) +(mr+s) = 2+ (b—2)2° + (c—2b)x* + (m — 2¢)x + 5.

Per tant, si igualem els coeficients dels termes de mateix grau, obtenim

b—2=0 b=2

c—2b= -8 c=—-8+2b=-4 q(x) =2® +2x — 4
m—2c=1 — m=14+2=-7 — r(x)=—=Te+7
s=17 s=17

e (Calcul mitjancant 'algoritme classic:

xt — 822 + x+7‘x2—2x
—zt 4+ 223 ‘x2+2x—4
20 — 8z
— 2% 4+ 4x?
— 422 + x
472 — 8x
- Tz + 7

2.2 Regla de Ruffini

Si observem 1’algoritme classic de divisié notem que allo que importa quan dividim, sén les
diferents operacions a les quals sotmetem els coeficients. En el cas particular en que el divisor
és del tipus z — a podem aconseguir simplificar la manera de portar els calculs per efectuar
la divisi6, mitjangant la regla de Ruffini. Observem-ho amb un exemple.

Exemple 4 Divisié entre p(x) = 22 + 2> — 152 — 10 entre d(z) =x — 3.

2 1 =15 -10

3 6 21 18
203 + 22— 15z — 10| =z — 3 ‘2 - 5 3
—223 + 622 2z +Tx + 6
7x2 — 1bx

— 722 + 21z <— 9 1 —15 —10

61‘ — 10 ‘_,_ ¢+ ¢+

—6x + 18 3 6 21 18

8 N /
2 7 6 8




Un dels casos que ens interessara estudiar sén les divisions p(z) entre x —a que tenen residu 0.
Una condicid necessaria perque a € Z proporcioni residu 0 és que a sigui divisor del coeficient
de grau 0 del dividend p(x).

2.3 Arrels d’un polinomi

De cara a aconseguir la descomposicié factorial d’un polinomi és de gran importancia la relacié
d’aquesta descomposicié amb les arrels del polinomi, junt amb el teorema del residu.

Definicié 1 EIl nombre a € R és arrel del polinomi p(x) ssi p(a) = 0.
Exemple 5 a) x = 3 és arrel del polinomi p(z) = 2* — 5x — 12.
b) Les arrels de p(z) = 2? —x — 12 sénx = -3 iz = 4.
c) p(z) = z* + 2? 4+ 16 no té arrels.

Efectivament,
a)p(3)=33-5-3-12=27—-15-12=27-27=0.
1+vV1+48 147 4
2 2 < —3.
c) p(z) # 0,Vzx, perqué 2t + 2% + 16 > 0+ 0+ 16 = 16 > 0.

b)a? —x—12=0+<= 1=

2.4 Teorema del residu

Aquest teorema permet trobar el residu r de la divisié del polinomi p(z) entre el polinomi
xr — a, sense fer la divisi6, amb I'afirmacié que p(a) = r. En el cas particular en que a € R
és una arrel del polinomi p(z), llavors el residu és r = p(a) = 0 i, per tant, aconseguim una
primera descomposicié en factors del polinomi p(x). Una justificacié d’aquestes afirmacions
podria ser:

p(x) = q(z) - (x —a) +r = pla) = q(a) - 0+ 7 =>|pla) =7

a arrel de p(z) = r =p(a) =0 = |p(z) = q(z) - (x — a)

D’aquesta manera per a cada arrel a € R aconseguim un factor x — a. Es pot demostrar que
qualsevol polinomi de coeficients reals es pot descompondre en factors de grau 1 o 2. Un
cop aconseguits factors de grau 1 o 2, és possible que aquests tltims no tinguin arrels reals i,
per tant, no admetin descomposicié en factors de grau 1. S’anomenen polinomis primers els
polinomis de grau 2 que no tenen arrels reals i els de grau 1.

! Aquest resultat és una de les possibles formulacions del teorema fonamental de I’algebra. Les seva primera
formulaci6 va ser feta per Albert Girard (1629) i els primers intents de demostracié es produiren en el s. XVIII,
de la ma, entre d’altres, de d’Alembert (1746) i Euler (1749). La primera prova satisfactoria l’aconsegui
Gauss (1799). Hi va haver intents de negar la veritat del teorema com el que va protagotnizar Leibniz Pany
1702 amb el polinomi z* + a* o Bernoulli (1742) amb el polinomi z* — 42 + 222 + 4z + 4.



Exemple 6 Descomposicié factorial de p(z) = z3 — 323 + 4z — 12.

Apliquem la regla de Ruffini, per trobar el primer factor. Recordem que els candidats enters
a ser arrels de p(z) i, per tant, a 'obtencié de residu 0, sén els divisors del terme independent
—12 d’aquest polinomi.

1 —3 4 —12 Una primera descomposicié del polinomi és
3 3 0 12 )

El segon factor compleix p(r) = 22 +4 > 4 > 0, Vo € R. Per tant, no té arrels i p(z) no
admet més descomposicio.

3 Exercicis
1. Sigui el polinomi p(x) = 23 + 222 — 5z — 6.

a) Trobeu les seves arrels i la seva descomposici6 factorial.
b) Resoleu la inequacié p(z) > 0, amb I’ajut dels grafics de rectes i/o paraboles.

¢) Obteniu-ne un esquema grafic.
2. Sigui el polinomi p(z) = 2° + 32% — 4x.

a) Trobeu les seves arrels i la seva descomposicié factorial.
b) Resoleu la inequaci6 p(z) < 0, amb I’ajut dels grafics de rectes i/o paraboles.
¢) Obteniu-ne un esquema grafic.

3. Donat el polinomi p(z) = z* + 522 — 36,

a) Trobeu les seves arrels i la seva descomposici6 factorial.
b) Resoleu la inequaci6 p(z) < 0, amb I’ajut dels grafics de rectes i/o paraboles.
¢) Obteniu-ne un esquema grafic.

4. Considereu el polinomi  p(x) = z* — 2323 + 1602 — 300z.

Trobeu les seves arrels, estudieu-ne el signe i feu-ne un esquema grafic.

4 Resolucio dels exercicis

1. a) Apliquem la regla de Ruffini, per trobar una arrel i els primers factors. Recordem que
els candidats enters a ser arrels de p(z) sén els divisors del terme independent —6 d’aquest
polinomi.

1 2 -5 —6 Una arrel del polinomi és x = —1 i una primera descom-
—1 -1 -1 6 posicio és
1 1 -6 0 p(z) = (z + 1)(2* + 2 —6).



Cerquem les arrels del segon factor, la qual cosa permetra donar la descomposicié final:

x —= 2’ +1—-6=(z—2)(x+3).

 —1+y/1+24 145 < 2
B 2 2 3

Conseglientment, ’Arrels: —3,—1, 2‘ i (px)=(z+1)(z—2)(x+3)|.

b) Presentem 'estudi del signe mitjancant 1'estudi dels tres factors per separat i, alternativa-
ment, dels dos factors de la primera descomposicio:

+3 r+1 -2 2 +x—6 r+1
-3 —1 2 -3 -1 2
—e—e — _o_o+ +o —e + +0+o+ 7o+ —.— +._ +o+
(@) ~g o | o o P 5N g o o

D’aqui en resulta pr) >0« -3<z<-1 o x>2,ésadir

re[-3,—-1]U[2,+00)]|.

c) Les arrels del polinomi proporcionen els talls amb A
l'eix OX. En ser p(0) = —6, tenim el tall (0,6) amb
I'eix QY. Observem, també, els resultats de 'estudi del
signe del polinomi que situaran el grafic sobre o sota
l'eix OX. A més, el comportament de p(z) quan x pren

valors arbitrariament grans en valor absolut és 2
lim p(z) = +o0, lim p(z) = —o0.
T—~400 T——00

De tot aix0 en resulta I'esquema adjunt.

2. a) Una primera descomposicié és
p(r) = (z* + 32% — 4).

Cerquem les arrels del segon factor, resolent I’equacié biquadrada que resulta:

x = p(z) = 2(2* + 327 —4) = 2(2® — 1) (2> +4).

»_ —3EVIFI6_ —3+5 < 1
2 2 4

Enserz?—1=(zx—1)(x+1) i 2%+4>0, obtenim

p(r) =x(z—1)(z+1)(2a*+4)| i ’Arrels: 0,1,—1].

b) Sabem que x2+4 > 0. Per tant, presentem I'estudi del signe mitjangant 'estudi dels altres
factors per separat i, alternativament, dels altres dos factors de la primera descomposicio:



p(m) —E)'— —'—Q'a-l- +é—° + +é+°—|- p(m) —et | —= +-— +-+

D’aqui en resulta p() <0< z<-1 o 0<zx<1,ésadir

z € (—o0,—1]U0,1]].

A
c) Les arrels del polinomi proporcionen els talls amb 'eix Y

OX. En ser p(0) = 0, tenim el tall (0,0) amb 'eix OY".
Observem el signe i el comportament de p(z) quan x
pren valors arbitrariament grans en valor absolut és -1 1

lim p(x) = +o0, lim p(x) = —oc.

T—r+00 T—r—00

De tot aixo en resulta I'esquema adjunt.

3. a) Cerquem les arrels de p(x), resolent I'equacié biquadrada p(x) = 0:

o THEVISFTM 5413 < 1

5 5 » — p(x) = (22 — 4)(2* +9).

Enserz? —4=(z—2)(z+2) i 2*+9>0, obtenim

p(z) = (r—2)(xz+2)(z*+9)| i ’Arrels: 2, —2‘.

b) En ser z2 + 9 > 0, només cal efectuar I'estudi
de 22 —4<0:

D’aqui en resulta p(r) <0< —2<z<2 ésadir|ze[-22]|.

c) Els talls amb els eixos son (2,0), (—2,0) i (0, —36).
A partir de 'estudi del signe i que

E%V

lim p(z) = o0, lim p(z) = +o0.

r—r-+00 T—r—00

De tot aix0 en resulta I'esquema adjunt.

-36

4. a) p(z) = 2* — 232 + 16022 — 3002 = x(2® — 2322 + 160z — 300). Per estudiar el signe
trobem la descomposicié factorial del segon factor amb I'ajut de la regla de Ruffini, la qual

6



cosa també ens proporcionara les arrels:

1 —23 160 —300
10 10 —130 300
I —13 30 0 = p(z)=xz(z —10)*(x — 3).
3 3 —30
1 —10 0

Consegiientment, les arrels de p(x) sén ’ r=0, x=10, =3 ‘ No detallem I'estudi del signe
que resulta ser

p(z) > 0<=(—00,0) U (3,10) U (10, +00)
p(z) < 0<=(0,3).

Es immediat que quan z tendeix a +o00, p(z) tendeix a +00. De tota la informacié recollida
en resulta el grafic adjunt.
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