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icosaedrica de freqliencia 2
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Construccié d'un poliedre que aproximi una su-
perficie esferica a partir de la triangulacié d’un
icosaedre. Anomenarem cupula icosaedrica
aquest poliedre.
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1. Sobre l’icosaedre. Definicio i algunes propietats que cal tenir presents.

e Un icosaedre és un poliedre que té 20 triangles equilaters com a cares, de manera
que en cada vertex incideixen cinc d’aquests triangles.

e Kls seus vertexs es distribueixen sobre una esfera.

e Es pot descompondre en dues piramides pentagonals regulars i un antiprisma pen-
tagonal regular.

e El rectangle ABQL determinat per dues diagonals paral-leles de les bases de I’anti-
prisma té el centre en el centre O de l'esfera, la seva diagonal mesura dues vegades el

1++5

radi r de I'esfera i la relacié entre els seus costats és igual al nombre d’or ¢ = 7

Qualsevol rectangle amb aquesta propietat rep el nom de rectangle auri®

I'Demostrareu aquesta propietat en lactivitat BTl



2. Generacié de la ciupula icosaedrica. Etapes que ens conduiran a un procediment de
construccio.

a) Triangulacié: Es parteix cada cara en quatre triangles equilaters iguals determinats
pels punts mitjans dels costats de les cares2

b) Projeccié: Es projecten, sobre l'esfera que circumscriu l'icosaedre i des del seu centre,
els vertexs de la triangulacié resultant.

c) Construccié: La cipula icosaedrica s’obté mitjancant la construccié dels triangles
determinats pels punts resultants de la projeccié dels vertexs sobre 'esfera.

Detall de la projeccié. S’observa de quina manera la triangulacié de la cara ABC' es
projecta sobre les cares de la ciipula determinades pels punts A, T, S, C, M i BE

Conclusié

El nostre objectiu ha quedat definit. Perseguim la construccié de la cupula presentada en
el grafic anterior mitjangant la determinacié de les seves arestes. De 1'observacié atenta dels
grafics es despren que n’hi ha de dos tipus. Aixi només ens resta calcular les seves longituds
en funcié del radi r, tal com es proposa en les activitats de la secci6 segiient.

2 Aquest procés de dividir les arestes de ’icosaedre en dues parts iguals originard una cipula anomenada
de fregiiéncia 2. Si dividissim les arestes en 3, 4, ..., n parts iguals en resultarien cipules de freqiencia 3,
4, ..., n. En aquests casos es generarien 9, 16, ..., n? triangles en cada cara. Aixd ajudaria a aconseguir un
efecte visual més arrodonit.

3En D'activitat B3] es mostra una ampliacié de la figura.
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3. Activitats per al calcul exacte de la longitud de les arestes de la ctipula

@ 3.1 Demostreu que la relacié entre la diagonal i el costat d'un pentagon regular és

1++5

presentada al final de la seccié [Il

. A partir d’aquest resultat justifiqueu 'dltima propietat

igual al nombre d’or ¢ =

@ 3.2 Relacio entre la longitud de 'aresta de Q A
I’icosaedre i el radi de I’esfera. Demostreu que la
relacié entre la longitud de 'aresta a de l'icosaedre i el 5
radi r de I'esfera circumscrita ve donada per @
2r . 1++5
a= , en que ¢ = . L B
Ty A O="5 ad

Calculs per a la construccié d’una cupula icosaedrica — 3



@ 3.3 Identificacié de les arestes de la ciipula. Observeu atentament les figures
i indiqueu els dos tipus d’arestes que serviran per construir tota la cipula.

e Arestes curtes.

e Arestes llargues.
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@ 3.4 Calcul de les arestes de la capula. A partir de I'observacié dels grafics de
sota i dels de 'activitat anterior, les arestes a calcular séon AT i T'S. Demostreu que:

b) AT =r- \/2 (1 — 2¢—|— ¢) ~ 0.546533 r. (Utilitzeu el teorema del cosinus.)
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4. Activitats per al calcul alternatiu de la longitud de les arestes de la ctupula
mitjangant construccions amb GEOGEBRA. En aquestes activitats, a partir de 'aresta
AB de longitud a de l'icosaedre i de la construccié del rectangle auri, es pretén:

a) Construir les projeccions A, T'1 T, S sobre l'esfera, des del seu centre O, dels extrems
dels segments AF' i F'G de longitud coneguda i igual a a/2. Els segments AT i T'S
seran els representants dels dos tipus d’arestes de la ctupula.

b) Calcular, a partir de la construccié i amb les eines de nombre i angle del progra-
ma, les longituds d’aquestes arestes en funcio del radi.

@ 4.1 Construccié del centre de l'esfera a partir dels vertexs del rectangle
auri que té ’aresta AB, —de longitud a—, de 1’icosaedre com a costat menor.

1++5

per la construccié d’a¢ i del centre O de rectangle des del qual farem les projeccions.
Concretament, traceu:

Recordem que el costat major del rectangle és a¢p = a. Les etapes passaran

(1) La recta t perpendicular, per A, a AB.

(2) El punt mitja F* d’AB.

(3) El punt d’interseccié J de t i (A, AF).

(4) El punt d’interseccié @ de ti (J, JB). [Heu obtingut
AQ de longitud a¢.]

(5) El punt mitja O entre @ i B. [Aquest és el centre
de projeccié.]

@ 4.2 Construccié del segment AT que representa ’aresta curta de la capula.

Traceu:
(1)
(1) La circumferencia (O, 0A). A
(2) El punt T d’interseccié de la recta OF amb (3)
(0,0A4).
(3) El segment AT. [Heu obtingut l'aresta curta de la O Pl |T(2)
cipula.]
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@ 4.3 Construcci6 del segment 7'S que representa ’aresta llarga de la cipula.
Els punts 71 S sén les projeccions dels punts mitjans F i G de dues arestes de I'icosaedre 2
Per tant, equidisten del punt O i es troben sobre una circumferencia que té aquest punt
per centre. Llavors, si partiu del segment F'B, podeu obtenir la construccié. Traceu:

(1) La circumferencia Ci(O, OF).

(2) La circumferencia Co(F, F'B).

(3) El punt d’interseccié G de C; i Cy. [Heu obtingut
I'aresta F'G de l'icosaedre. |

(4) El punt d’'intersecci6 S de la recta OG amb (O, OA).

(5) El segment T'S. [Heu obtingut el segon tipus d’ares-
tes de la cupula.]

Espai per a proves amb regle i compas fisics:

@ 4.4 Calcul de la longitud de les arestes de la ciipula en funcié del radi.
(1) Amb l'eina Distancia del grup Eines de nombre i angle, trobeu les longituds
dels segments AT, T'S i OA.

(2) AlaLinia d’entrada del peude finestra del GEOGEBRA introduiu les divisions
AT/OA1TS/OA i comproveu que obteniu els resultats de 'activitat Bl

(3) Trameteu el fitxer obtingut amb el nom nomAlumne.ggb.

4Vegeu la figura de l’activitat
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5. Instruccions per a la construccié material de la cipula icosaedrica.

@ 5.1 Identificacié dels diferents tipus d’arestes sobre un diagrama. L’es-
quema dibuixat a continuacié correspon al diagrama d’una part de l'icosaedre, (les 15
cares que configuren una piramide pentagonal i antiprisma d’igual base). Heu de fer una
divisié de cada triangle de ’esquema en 4 triangles. Després dibuixeu les arestes amb dos
colors, de manera que les arestes que corresponen a longituds iguals en la cipula siguin
del mateix color.
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@ 5.2 Calcul del nombre d’arestes i de vertexs de la cdpula icosaédrica
i construccié material. La construccié fisica de la cupula icosaedrica la farem amb
varetes de fusta de 4mm de diametre de les dues longituds calculades a ’apartat anterior.
La connexié entre les arestes les farem amb un objecte construit amb tres trossos de tub
de goma de reg de també 4mm de diametre interior lligats amb un reblé i una volandera.

Reblo

"

* 0

%

® Volandera

e C(Calculeu quantes varetes necessitem de cada tipus i les seves longituds si volem
construir una cipula icosaedrica de 1.10 metres de diametre

e Observeu i recordeu que els vertexs sén de dos tipus, (els que hi arriben 5 arestes
i els que hi arriben 6 arestes). Quants n’hi ha de cada tipus?

Raoneu els calculs amb I'ajut d’esquemes grafics.

Calculs per a la construccié d’una cupula icosaedrica — 9



