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1 Divisié entera de polinomis i la seva factoritzacio

Recordem que anomenavem polinomis de coeficients reals amb la indeterminada x a les ex-
pressions del tipus:

An " + ap_ 12" 4 Fasr? + ax +ag, en que ay € Rin e N.

No concretavem ni aprofondiem en el significat de la lletra o indeterminada x. En el nostre
cas ens conformavem a entendre-la com una variable numerica sense determinar.

Anomenavem el valor de n, grau del polinomi. Els nombres a; rebien el nom de co-
eficients del polinomi, i 'expressié a,z* s’anomenava terme de grau k. Aquests objectes es
podien sumar, sumant els coeficients dels termes de mateix grau. També es podien multiplicar
considerant tots els productes possibles entre termes de la manera segiient:

(Soe) (Sr) -8 (£ w0

s=0 k+r=s

1.1 Divisio entera de polinomis

Donats els polinomis p(z) i d(z) es pot demostrar que existeixen dos polinomis ¢(x) i r(z)
tals que:

1) plx) = d(x) - g(x) +r(z)

2) 0 <grau(r(z)) < grau(d(z))

L’operacié d’obtenir els dos polinomis ¢(z) i 7(x) a partir dels polinomis inicials s’anomena
divisio entera dels polinomis p(z) i d(z). Els polinomis ¢(x) i r(x) reben, respectivament,
els noms de quocient i residu de la divisio.

Exemple 1 Divisié entera de p(z) = z* — 8z? + . + 7 entre d(z) = x? — 2z.

e (Calcul mitjancant la definicio:
Observem que el grau del quocient ha de ser 4 —2 = 2 i el del residu ha de ser menor que
2. A més, en el quocient el coeficient de grau 2 ha de ser % = 1. Llavors,

2t =82+ +7 = (27 —22)(2® + bz +c) + (mx +5) = 2+ (b—2)2* + (c— 2b)2* + (M — 2¢)z + 5.

Per tant, si igualem els coeficients dels termes de mateix grau, obtenim

b—2=0 b=2

c—2b=-8 N c=-8+20=—4 N g(z) =2 +22 —4
m—2c=1 m=1+2c=-7 r(z)=—-Te+7
s=17 s=17



e (Calcul mitjancant 1’algoritme classic:

x? — 82 + x+7‘x2—2x
—zt 4+ 223 ‘x2—|—2x—4
203 — 8a?
— 223 4+ 422
— 427 + =z
422 — 8z
- Tz + 7

1.2 Regla de Ruffini

Observant 'algoritme classic de divisié haviem notat que allo que importava quan dividiem
eren les diferents operacions a les quals sotmetiem els coeficients. En el cas particular en que
el divisor era del tipus x — a podiem aconseguir simplificar la manera de portar els calculs per
efectuar la divisié. Recordem la marxa amb un exemple:

2 1 =15 -=18

3 ) 3 6 21 18
22> + x* — 15z — 18| =z — 3 ‘2 7 6 0
—223 + 622 20+ Tx + 6
72?2 — 152

— Tx? + 21z < ) 1 —15 —18

6x — 18 o e

—6z + 18 3 6 21 18

0 N /
2 7 6 0

En l'exemple segiient podeu esbrinar 1’aplicacié del metode de Ruffini (1765-1822) per a
un divisor de grau> 1.

Exemple 2 Divisié de p(x) = 2" — 2* + 8 entre d(z) = 2% + 22° — 3x + 1

1 0 0 0 0 -1 0 8
-2 -2 4 14 42 —130
3 3 —6 21 —63 195
-1 -1 2 -7 21 —65
1 —2 7 =21 65] [—201 216 —57]

Quocient: z* — 223 4 72% — 212 + 65

Aixi tenim: { Residu: —201x22% + 216x — 57

1.3 Teorema del residu

Aquest teorema és de gran importancia quan volem factoritzar un polinomi. Permet trobar el
residu r de la divisi6 del polinomi p(x) entre el polinomi = — a, sense fer la divisi6 i tenint en
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compte que p(a) = r. En el cas particular en que a € R és una arrel del polinomi p(z), llavors
el residu és 7 = p(a) = 0 i aconseguim una primera descomposicié en factors del polinomi.

p
Una justificacié d’aquestes afirmacions podria ser:

p(x) = q(z) - (x —a) +r = pla) = q(a) - 0+ 7 =>|pla) =7

a arrel de p(z) = r =p(a) =0 = |p(z) = q¢(x) - (x — a)

D’aquesta manera per a cada arrel a € R aconseguim un factor x — a. Es pot demostrar que
qualsevol polinomi de coeficients reals es pot descompondre en factors de grau 1 o 2.2Un cop
aconseguit un factor de grau 2, és possible que aquest no es pugui descompondre més perque
no tingui arrels reals.

Exemple 3 Descomposicié factorial de p(z) = x3 — 323 + 4z — 12.

Apliquem la regla de Ruffini, per trobar el primer factor. Recordem que els candidats enters
a ser arrels de p(z) i, per tant, a 'obtencié de residu 0, sén els divisors del terme independent
—12 d’aquest polinomi.

1 -3 4 —12 Una primera descomposicié del polinomi és
3 3 0 12 )
1 0 4 0 p(x) = (x —3)(z° +4).

El segon factor compleix p(x) = 22 +4 > 4 > 0, Vz € R. Per tant, no té arrels i p(x) no
admet més descomposicio.

1.4 Un exercici de descomposicié factorial ampliant el camp dels
nombres reals. Introduccié intuitiva al nombre complex

L’any 1702, Gottfried Wilhelm Leibniz, en un article aparegut a I’Acta Eruditorum titulat
“Specimen novum Analyseos pro Scientia infiniti circa Summas et Quadraturas”, tracta el
problema de quadrar funcions racionals. Concretament, es planteja que aquest problema
quedaria solucionat si de la descomposicié de qualsevol polinomi resultessin sempre factors
de graus 1 o 2. Alli mateix diu haver trobat un contraexemple en que aixo no es compleix.

Intenta “quadrar la funcié”, —trobar 'area sota la corba—,
1
r)=———.

L’estrategia consistia en descompondre aquesta funcié en fraccions de denominadors de grau
1 0 2 amb coeficients reals, les quals se sabien quadrar. Per aconseguir-ho cal descompondre

! Aquest resultat és una de les possibles formulacions del teorema fonamental de l’algebra. Les seva primera
formulaci6 va ser feta Albert Girard (1629) i els primers intents de demostracié foren de d’Alembert (1746) i
Euler (1749). La primera prova satisfactoria ’aconsegui Gauss (1799). Hi va haver intents de negar la veritat
del teorema. Veurem més avall que I’any 1702, Leibniz ho va intentar amb un contraexemple.



z* + a* en factors. Incorpora v/—1 al calcul i diu que la descomposicié no és possible perque

ot +at = (x2)2 — (\/—_a4>2 = (2* + a*V-1) (2* — ®V-1) =

= xQ—( —aQ\/—_l)2 x2—< aQ\/—_1> =

(o o) (e ) (o ) (o T).

i cap agrupacié d’aquests factors déna un polinomi de coeficients reals de grau menor que 4.
A continuaci6 falsarem el contraexemple en el cas concret a* = 16 seguint el cami{ de Leibniz
en que treballava amb 'ampliacié del camp numeric dels reals que resultava de la inclusi6
de v/—1. Operarem amb aquests nombres com si complissin les propietats de les operacions
aritmetiques dels reals, i veurem que x* + 16 admet descomposicié en el camp real.? Aixo ens
dura a considerar l'interes de l'ampliacié del camp real amb els nous nombres generats per
v/—1, la qual anomenem unitat imaginaria.? Per simplificar la notacié definim:

i =+/—1, és a dir, 7 és un nombre tal que 2 = —1.9

Pretenem trobar un dels valors de v/4 i un dels de V=i per seguir amb el calcul de la
igualtat (). El primer que veiem és que aquests nombres no poden ser reals, perque si ho
fossin els seus quadrats 7, —i també serien reals. Per tant, suposarem que aquests nombres
participen de dos mons numerics i tenen una part del moén real i una altra del méon imaginari.
Aquests nombres s’anomenen complexos. Els presentarem amb la notacié z = a + bi, en que
a,b € R i representen, respectivament, el nombre d’unitats reals i d’'unitats imaginaries del
nombre complex z. Llavors, per a una de les arrels de ¢ tenim,

Vi=a+bi < (a+bi)?=i< (a>—b*)+ 2ab)i=1i=0+i— (2)
1
_ 2——:0 4a4—1:()
a? — b =0 @ T a2 ]
2ab =1 1 ; h= — ;
b= — 2a
2a
2 2 2
s am0- 2|V 2, 3)

2Observem que la descomposicié de z* + 16 és immediata si utilitzem la tecnica de completar quadrats.
Efectivament,

ot 416 = (22 +4)? — 822 = (z2? +4)* - (2\/537)2 = (2 + 2V2z + 4) (2% — 2V2z + 4).

Amb aix0 volem mostrar que 'interés de la descomposicié utilitzant les unitats imaginaries rau, no tant en
la seva efectivitat pel que fa a rapidesa en la recerca de la solucid, siné en el fet que funciona i que, per tant,
podem ampliar el camp numeric dels reals amb aquestes noves unitats i utilitzar-les en altres problemes.

3El terme imaginari és utilitzat per primera vegada per Descartes en el llibre III, pag. 380, de La Géométrie.
Alli tracta sobre les arrels dels polinomis i diu:

Cal observar, finalment, que ni les arrels vertaderes ni les falses, han de ser necessariament reals. A
vegades sén imaginaries.

Per a ell les arrels vertaderes eren les positives i les falses eren les negatives.
4El primer en utilitzar aquest simbol fou el matematic sufs Leonhard Euler (1706-1783) en una memoria
presentada 'any 1777 a I’Académia de Sant Petersburg.

4



De la mateixa manera veuriem que una de les arrels de —i és

R

Yo ¥ey

2 2

Consegiientment, si continuem amb el calcul de la igualtat (0), obtenim
416 = (2= V24 V2i) (o + VI V2i) (2= V2= V2i) (2 + V2 + V3i).

Si agrupem el primer factor amb el tercer, i el segon amb el quart, obtenim

416 = <(x—\/§)2—2(—1)) (<x+\/§>2—2(—1)) _
= (x2—2\/§a:+4> <x2+2\/§x+4).

Exemple 4 Descomposicié factorial del polinomi p(x) = x* + 102? + 169.
e Mitjangant complecié quadrats:
o' +102° + 169 = (2°+13)> —162” = ((2® 4+ 13) — 4z) ((2* + 13) + 4z) =
= [(2% — 4z +13)(2® + 42 + 13) |.

e Mitjangant la recerca d’arrels del polinomi en el camp numeric complex:

2_—5:l:\/25—169:—5:|:122‘: < -5+ 12 PR

241022 4+169=0 <— 2%= . :

—5— 12
r=+—-5+12
<~ 0
T=+—5—121.

Calculem x = +/—5 + 12::
V=>b5+12i=a+bi < (a+bi)>=—5+12i < (a® —b*) + (2ab)i = —5 + 12i <>

5 36
a2 _ b = _5 a—¥:—5
<~ 2%ab = 12 < b_6 <
a
a*+5a? — 36 =
<= b—§ ==
o

—54 — 4
e o 5TV 5i13:< 6
2 2 9
2+ 3i
— V5t 1% = <
23,



De la mateixa manera es pot veure que

2—3i
V=5 —12i = <
-2+ 3.
Finalment, obtenim la descomposicio:

' 4+ 102+ 169 = (2 —2-3i)(z+2+3i)(z -2+ 3i)(z +2—3i) =
= ((z—2)*=(30)?) ((x+2)* = (30)?) =|(2” — 4o + 13)(2* + 42 + 13) |.

2 La resolucié algebraica de I’equaciéo de tercer grau.
La solucié del “casus irreducibilis” mitjancant unitats
imaginaries

L’algoritme de resolucié amb radicals de ’equacié de segon grau era conegut des de la Ba-
bilonia del segon mil-lenni abans de la nostra era. No passa el mateix amb l'equacié de
tercer grau, en que el metode de resolucié amb radicals no va ser descobert fins el segle XVI
pels algebristes italians.® Farem un estudi de la resolucié inspirat en la lectura dels metodes
d’aquests autors, especialment dels que trobem a 1’Ars Magna de Girolamo Cardano (1501—
1576). Prendrem com a punt de referencia per a la nostra argumentacié, un exercici en que
completem quadrats per resoldre I'equacié de segon grau mitjancant la intervencié de les
operacions aritmetiques i els radicals. Suposem que volem trobar les solucions de I'equaci6

2?2 — 42 = 16.

Som conscients que la dificultat d’aillar la x rau en l'existéncia de termes en z? i en z. Si
algun d’aquests no existis, o bé si poguéssim presentar 1’equacio en la forma

(x — \)? £ =16,
la resolucié seria immediata. Veiem que aixo es pot aconseguir:
72 —dr =16 <= (v —2)* —4 =16 <= (v — 2)* =20 <= 7 = 2 + V/20.

Esbrinem les dificultats que trobarem si intentem resoldre una equacio ctibica aplicant aquesta
actuacio, —ara es tractara de “completar cubs”—, amb la finalitat de trobar una resolucié en
que intervinguin les operacions aritmetiques i els radicals. Concretament, considerarem un
exemple “senzill” en el que no apareixen termes de segon grau:®

5 Aquesta va ser una historia embolicada en que els actors principals van ser del Ferro, del Fiore, Tartaglia,
Cardano, Ferrari i Bombelli.

6Aquest exemple és el que serveix a Cardano per comencar l'estudi de la resolucié de les equacions de
tercer grau. L’estudi li ocupa els capitols 11-23 de I’Ars Magna i 'exemple el trobem en el capitol 11 , el qual
titula “Sobre el cub i la cosa igual al nombre”. All{ introdueix el tema dient:

Scipione del Ferro de Bolonya fa prop de 30 anys va descobrir aquesta regla i la comunica a Antonio
Maria Fior de Venezia, la disputa del qual amb Niccolé Tartaglia de Brescia, va donar I'oportunitat a
Niccol6 de descobrir-la pel seu canté. Aquest me la va proporcionar en resposta als meus precs, encara
que sense la demostracié. Proveit d'aquest ajut, vaig cercar la demostracié de maneres diverses. Aixo
va ser molt dificil. La meva versié d'aixo és la que segueix.

El que segueix, a ’Ars Magna, és una demostracié geometrica, utilitzant volums de cubs i ortoedres, de la
resolucié de I'equacié 2 + 62 = 20 que nosaltres estudiem en llenguatge algebraic.



2% + 62 = 20. (4)
Mirarem de completar cubs. Considerem
(z+ )% =2 + 3 2 + 3\ + \°.

La cosa no pinta massa bé, perque apareixen termes de grau 2. Podem evitar-ho i aconseguir
una presentacié similar a 23 + 6z escrivint

(x+A)? =\ =2+ 3\(z + Nz, (5)
amb la novetat que quan imposem que sigui igual a 2® + 6z apareixen dues condicions:
(z+X)*=X = 20
3\Mx+A) = 6.
Per simplificar les notacions, anomenem
U=z A\, v =\,
i resolem el sistema que resulta:

343 =2 8
o= S o) — 20’ —8 = 0 —
u’v® = 8 u3

u? =10+ +/100 + 8 = 10 + 64/3
v3=u®—20=—10+ 6/3.

Si considerem el primer valor de u? i el primer de v s’obté

x:u—v:§/6\/§+10—%¢§—10.

Si no disposem de calculadora podem mirar de simplificar aquest resultat, centrant-nos en el
calcul de les arrels cibiques. Mirarem si existeix alguna arrel ctibica de 6v/3 + 10 del tipus
a+by/3, amb a,b € N.

V6V3+10=a+bV3 < a®+ 3a2V3 + 9ab® + 36°V3 = 63 + 10 =
a® + 9ab? = 10
3a%b + 3 =6

Si busquem possibles solucions naturals, de la primera equacio resulta que a = 1 i llavors,
si substituim a les dues equacions, en resulta b = 1. Es immediat comprovar que la solucié
V3 + 1 trobada és bona,

3
(\/§+1) — 3vV34+9+43V3+1 =063+ 10.

En el cas de v/6v/3 — 10 s’actuaria igual amb 1'inica diferéncia que haurfem de buscar els
valors de a i b entre tots els enters. En resultaria

\/6v3 —10 =3 — 1.

En definitiva, una solucié de I'equacio és

r=(V3+1) - (V3-1) =2



2.1 Estudi general del cas x3 +px+q=0

Actuem com en l'exemple anterior. Es tracta de resoldre 23 + pr = —¢ completant el cub
(r + A)? de manera que sigui igual a z° + px:
(x+ A3 =N =—q

3Nz +A) =p.

Si simplifiquem les notacions com abans i resolem el sistema que resulta tenim

—q:x?’—i-px:(x+)\)3—)\3:x3+3>\(x+)\)x<:>{

3 3 _

u=x+ A\ uT—=v —q P’
{v:)\ = u3v3:(2—9>3 :>u3—27u3:—q:>27u6+27qu3—p3:0:>
3
9 2.2 973 2 3
o 7q:|:\/27q +4-27p _ a4 (g) +<]_9>
— 54 2 2 3
N R(ORI0}
= ==+ = = .
v u” +q 5 9 + 3

Finalment, en se x = u — v, en resulta

Tot seguit estudiarem un exemple en que es mostra que podem aplicar aquest resultat
a la resolucié d’equacions més generals, fent una petita transformacié. Més concretament,
tractarem amb una equacié ctibica que té un terme de grau 2.7

Exemple 5 Resolucié de I'equacié x® — 622 + Tx — 10 = 0.

Es comprova immediatament que una solucié és x = 5. Esbrinarem si la podem obtenir a
partir de la regla (B). El primer pas consisteix a transformar aquesta equacié en una del tipus
estudiat més amunt. S’ha d’eliminar el terme de grau 2 i, per aconseguir-ho, caldra cercar
una canvi d’incognita. El que proposem és treballar amb una nova incognita z tal x = z + «
en que o € R és un valor que hem de cercar per tal que resulti una equacié sense terme de
grau 2. L’equacié que resulta quan fem la substitucié és:

(z+a)P—6(z+a)’+7(z+a)—10=0+=
— 224+ (Ba—-6)22+Ba® - 120+ T7)z+a® —6a*+ Ta— 10 = 0.

Observem que a € R ha de satisfer 3a — 6 = 0. Per tant, a = 2 i la substitucié que cal fer és
2 =z — 2.8 Llavors, obtenim ’equacié

2B —5,-12=0.

“No perdem de vista que els exemples que presentem es podrien resoldre facilment utilitzant la regla de
Ruffini i el teorema del residu, els quals proporcionarien les arrels racionals dels polinomis implicats. L’interes
d’aquest tractament rau en la seva utilitat en els casos que no existeix cap arrel racional i, des del punt de
vista teoric, en lexistéencia d’una regla o algoritme que permet expressar la solucié mitjangant les quatre
operacions aritmetiques, +.—, X, +, i I'extraccié d’arrels.

8Es immediat comprovar que si presentem la forma general de ’equacié de tercer grau

22 +ar?+br+c=0,

La substituci6 que cal fer per eliminar el terme de grau 2 és z = x + 3.
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Apliquem la regla (B) trobada i obtenim

s o= 4 6+\/(—6)2+<%5)3+ 3 6—\/(—6)24—(%5)3—

, 11 f 11
§/6 + 5\/21 + /6 — E\/21

Mirarem de simplificar aquesta expressio per veure si obtenim la solucié x = 5 de 'equacid
no transformada, o de manera equivalent z = x — 2 = 5 — 2 = 3. Observem, també, que
dins de cada radical cibic hi ha una part racional, —el 6—, i una part irracional, —% V21—
Podem pensar aquestes parts com independents, en el sentit que sén una combinacié, —suma
o resta—, d’un cert nombre racional d’unitats racionals, —6 vegades 1I’l—, i d’un cert nombre
racional d’unitats irracionals —% vegades l'arrel de 21—, i que v/21 no es pot expressar en
termes racionals. Conjecturem que la seva arrel cibica pugui ser del mateix tipus, és a dir

{‘/6+%\/ﬁ=a+bx/ﬂ (7)

o 11
6—3\/ﬁza—b\/ﬁ. (8)

perque (a + b\/21)3 i (a — b\/21)3 només es diferencien pel signe de la part irracional.
Efectivament,

Si fos aixi, tindriem que

3
(a + b\/ﬁ) = (a®+63ab®) + (3a’b + 21b%) V21 (9)
3
(a=0v21)" = (a®+63ab?) — (3a% + 216°) V21 (10)
Llavors, des de les igualtats () i (8) i de la perspectiva d’obtenir la solucié z = 3, proposem,

3:<a+b\/ﬁ>+<a—b\/2_1>:2a:>a:;

Si tenim en compte aixo i (@), (8), (9) i (IT),

11 Soror 1 2
6+—v2l = (;+b\/ﬁ) z(—7+§b2)+(£b+21b3)\/ﬁ:>

9 8 2
27 189
s )0 "= (0 5) = 5
- Ty o) = 1 - 2T 4 215 = = "
4 9 4 9
. L 1 , 1 .. o
De la primera equaci6 resulta b = 5 obé b= 5 Si substituim aquests valors a la segona

1
equacié de 1"iltim sistema (I0), obtenim que 'inic valor valid de b és 6 Efectivament,

Lo 3_9+7_88_11
6 6/ 8 72 72 9
_|_

1\* 9 7 88 11
N(—=) =—24+ = _2__
( > + 72 9



En definitiva, podem concloure que

11
’/ 6+ 3\/21

3 1
-4+ =-v21
2 + 6 ’
i, per tant,
3 11 3 1
6 ——v2l==-—=-v21.
9 2 6

D’aqui resulta que,

11 11
Z:</6+§v21+€/6_§\/21:3:>$:Z+2:5'

2.2 El “casus irreducibilis” i les unitats imaginaries

Hem vist a 1"altim exemple que podiem reduir I'estudi de totes les equacions del tipus x® +
ax®+bx+c = 0 alestudi de les del tipus 2® +px +¢q = 0, a partir de la substitucié z = T+3.
La solucid, mitjancant la suma de dues arrels ctibiques, presenta problemes en alguns casos.
Si observem la regla (B) de resoluci6 de I'equacié ctbica, notem que si

) ()

-] +({3) <0,

(3) 5

apareixen unitats imaginaries. Aquest era el cas considerat irreductible, és a dir que no podia

ser resolt mitjancant la regla.? Bombelli va trobar la solucié donant les regles per operar amb
les unitats imaginaries. Presentarem la resolucié d’'una equacié d’aquest tipus:

22— 150 —4=0.

Podem comprovar facilment que una de les seves solucions és © = 4. Apliquem la regla per
mirar d’obtenir-la:

T=1/24V2 5 1 /2 22 53 =21 11i+ 2 11i.

Actuem com a ’exemple B i conjecturem
V24 1Li=2+bi < 2+41Li=(2+b)’ = (8—60") + (120 —b’) i <
8 — 6> =2
— < b=1

120 — b3 =11
Llavors,
V24+11i=24i i vV2—-1li=2—i—=a2=v2+11i+V2—-11i=2+4+i+2—i=4.

Exemple 6 Si considerem I'equacié x® —522+96 = 0, és immediat trobar les seves arrels —8,
2, 6, utilitzant la regla de Ruffini. També es pot comprovar que si s’utilitza la regla de
resolucio de la ciibica mitjancant radicals, apareixen nombres imaginaris. Llavors, si actuem
com a l'exposicié de més amunt es troba I'arrel més gran:

5\égz+3_5\é§z:6.

9L’0pini6 de Cardano en el capitol 37 de I’Ars Magna, és que el treball amb aquest tipus de nombres és
“veritablement sofisticat” per acabar opinant que és “tan subtil com inutil”. L’alternativa de resolucié de
Cardano era donar regles particulars en que actuava per tempteig.

r=3+

10



3 Els nombres complexos. Definicié i estructura

Considerem el conjunt R de nombres reals i acceptem l’existencia d’un nombre no real 1,
el qual anomenem la unitat imaginaria, tal que > = —1. Definim el conjunt dels nombres
complexos com

C ={z=a+bi, tals que a,b € R}.

La representacié dels nombres complexos z mitjancant el binomi a + bi, rep el nom de forma
binomica del nombre complex z. Anomenem a € R part real del nombre complex z la qual
representem per Re(z), i anomenem b € R part imaginaria de z i la representem per I'm(z).
Direm que 21, 29 € C sén iguals ssi Re(z1) = Re(z2) 1 Im(z1) = Im(22). Podem considerar
el conjunt R com un subconjunt de C, si fem la identificacié a = a + 0z.

3.1 Estructura

Per tal que l'estructura algebraica dels reals s’estengui als complexos definirem la suma i
el producte de complexos de manera que s’ajusti a les actuacions de les seccions anteriors.
En particular aconseguirem que la seva restriccié al camp real coincideixi amb la suma i el
producte de reals.

Suma: (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Producte: (a+bi)- (c+di) =(ac—bd)+ (ad + bc)i

Si el producte costa de memoritzar, només cal observar que es pot obtenir si actuem amb

les propietats de la suma i multiplicacié dels reals:

(a+ bi) - (c + di) = ac + adi + bci + bdi* = ac + bd(—1) + (ad + be)i = (ac — bd) + (ad + be)i.
Observem que la restriccié als reals funciona bé:

a,beR = a+b=(a+0i)+ (b+0i) = (a+b)+ (04+0)i = (a+0b)+0i
a,beR = a-b=(a+0i)-(b+0i))=(a-b—0-0)+(a-0+0-b)i =ab+ 0i.

Es facil de comprovar que els complexos amb aquestes operacions tenen les mateixes propietats
que els reals: Commutativa i associativa per a la suma i el producte, existéncia d’element
neutre (—O0 + 0i per a la suma, 1 + 0i per al producte—, existéncia d’element simetric o
oposat per a la suma —simetric de a + bi igual a —a — bi—, i existencia d’element invers per
al producte si z # 0. Cercarem l'element invers x + yi de a + bi # 0.

a
) N . ar —by=1 = a2+ b2

(a+bz)(x+yz)—1+02<:>{ b+ ay =0 = T
y_ag—i—b?'

Es a dir,
a b

N—1 .
(a + bi) = oir a2ipt

10També es diu que els reals i els complexos, amb la suma i el producte, tenen la mateixa estructura
algebraica. Aquesta estructura rep el nom de cos commutatiu.
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Disposem d’una manera alternativa de trobar aquest invers, si actuem amb les notacions que
utilitzem amb els reals:

1 1 a—bi a—bi a b

— . = = — 7.
a+bi a+bi a—bi aZ+b® a2+ a2+ D2

(a+bi) ' =

Observem que hem utilitzat la tecnica de racionalitzacié. Si z = a + bi, el complex a — bi rep
el nom de complex conjugat de z i es representa amb la notacio Zz.

3.2 Extraccio d’arrels

L’ampliaci6 el camp dels reals ha vingut provocada en I'intent d’assignar un valor a /—1. Al
nou conjunt ampliat de nombres els hem anomenat complexos. A la seccié 4 i a la seccidé 222
hem calculat algunes arrels quadrades i una arrel ciibica de nombres complexos. En tots els
casos els resultats han sigut nombres complexos. La qiiestiéo que es planteja és que si, com
passa en el cas de v/—1, és possible que ens trobem en la necessitat d’ampliar el camp complex
per poder assignar un valor a les arrels d’index natural d’un nombre complex. Si estudiem
aquesta qiiestio podem comprovar que en el cas que I'arrel sigui d’index 2, aixo no passa
perque, si actuem com a les seccions citades, no és massa dificil comprovar que™

2 2 _ 2 2
Va+bi = —a+”; +0 +\/ a+”2a 0

Quant a les arrels d’index superior, ho podem esbrinar de la manera segiient:

Va+bi=z < a+bi=2z"< (bi)’=(2"—a) <= —b* = (2" —a)’ =
= 2" —2a2"+a*+ b =0. (12)

El polinomi en la lletra z de la part dreta de (I2), es pot descompondre pel teorema fonamental
de T'algebra, en polinomis de coeficients reals de grau maxim igual a 2. Conseglientment,
cadascun dels factors resultants només pot donar lloc a arrels reals o complexes. Per tant,
no s’originen nombres que no pertanyin al camp complex i no hi ha necessitat d’ampliacio.
De fet, la versié del teorema fonamental de 1’algebra el camp dels complexos assegura que no
tant sols els polinomis de la igualtat (I2) tenen les seves arrels dins a C, siné que tot polinomi
de grau n amb coeficients reals o complexos té totes les seves n arrels en C. Es a dir, que cap
polinomi amb coeficients a C, pot generar arrels “exteriors” a C. Per aquest motiu es diu que
no existeixen extensions algebraiques de C o, també, que C és algebraicament tancat.

Hem vist a la seccié 22 que el calcul d’arrels cibiques en el camp complex s’ha fet con-
jecturant el valor de la part real del resultat. No sabem si aquest era I'tinic resultat possible.
D’altra banda si plantegem el problema sense conjecturar la part real, en resulta un sistema
de dificil resolucié. Si s’augmenta I'index de 'arrel, les dificultats també creixen. En la seccid
seglient veurem que amb una bona interpretacié geometrica del nombre complex, el calcul
d’arrels de qualsevol index es converteix en un afer trivial.

22 —y’=a

" Només cal establir va + bi = = + yi, i resoldre el sistema que en resulta: { oy —b
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4 Representacio grafica dels nombres complexos

Estem tan habituats a la representacié dels reals sobre una recta, que no ens plantegem quina
és la idea clau que hi ha darrere la identificacié entre nombres i punts de la recta. Veurem
que si captem aquesta idea podrem inferir-ne una representacié dels complexos sense forgar
massa la situaci6.” La representacié dels reals positius no té gaires secrets, si s’accepta la
identificacié de cada real positiu amb un segment que el té per longitud. Aixo permet repre-
sentar aquests nombres sobre una semirecta en que identifiquem 1’origen amb el nombre 0 i
un altre punt, a la seva dreta, amb el nombre 1. Podem lligar la representacié de nombres
negatius amb el fet de trobar una representaciéo geometrica per a la solucié d’equacions del
tipus x +a = b, en que a > b > 0. Es tracta de restar un segment OA de longitud a, d’'un
altre OB de longitud més petita .7 Fixem-nos en el cas més senzill d’assignar un punt de la
semirecta a la diferencia OB — OA =b — a quan a < b:

— Considerem A i B sobre la semirecta d’origen O.

— Traslladem OA sobre la semirecta, fins obtenir O’ A’ de manera que A’ coincideixi amb B.
— Els nombres 0, a, b i b— a venen representats pels punts O, A, B i ', desplacat de O,
en la translacié anterior.

a

. .
.}Q > a :4/ 6 b ¢ N ® 5
o - > B

b

Ara, podem estendre l'actuacié anterior al cas de representar x = b — a quan a > b, d’on
obtindrem la representacié dels nombres negatius que ja coneixem. Efectivament, en el grafic
observem que b — a s’identifica amb el punt O’ situat a I’esquerra de O i a una distancia a — b
d’aquest ultim.

<
<

'/ a—-b>b O
\ '\ b a 0 a*b
'\ b PY

047a4>A

!/

{LV.,

®
®

o=
® o

P
Pl
\ 4

En general, qualsevol nombre negatiu z es representa per un punt situat a l’esquerra de
lorigen i a distancia |z| d’aquest. La idea clau resideix en identificar cada nombre amb un
segment orientat sobre la recta a partir d’'un origen O que identifiquem amb el nombre 0.
Amb aixo hem pogut solucionar el problema de representar les solucions de qualsevol equacio
del tipus = + a = 0.

En el camp complex tenim un problema nou, volem representar la solucié de z? = —1.
Aquest problema és equivalent al de la representacié de la solucié de

-1

—=7 (13)

12Wessel, Argand i Gauss van ser els introductors de la representacié que farem dels complexos, encara que
abans d’ells ja havia estat feta per Euler sense lligar-la amb la seva estructura.
BBEuclides, en els Elements 1.3, resol aquesta qiiestié quan a < b.
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Aquest equacié és un cas particular de 'equacié més general
a

r b
Quan a i b sén positius el teorema de I'altura resol immediatament la qiiestié de trobar una
representacié grafica de la seva solucio. El problema resideix en que interessa estudiar el cas
a=—1<0,b=12>0. Considerem, com abans cada nombre real a identificat amb un
segment de longitud |a| d’orientacié determinada pel seu signe. Llavors, veiem en el grafic
adjunt que el teorema de I’altura permet associar al nombre z tal que 2> = —1-1 = —1, un
segment de longitud 1. Pero, com podem representar x?

El grafic on representem el teorema de 'altura i la identificacié dels reals amb segments
orientats suggereixen una linia d’actuacié. Associem a x una orientacié fora de la recta real,
l'orientacié perpendicular a aquesta recta. D’aquesta manera z = /—1 queda identificat amb
un segment de longitud 1, orientat perpendicularment a la recta on representem els reals i
amb origen el punt que representa el 0. Aixi, la relacié ([3) es pot entendre de la manera
segiient:™

El nombre z = +/—1 es representa amb un segment orientat tal que el seu valor
numeric absolut satisfa:
=1 _ el
- )
=[]

és adir x| =1,

i I'orientacié de —1 respecte de z (90° de diferéncia), és la mateixa que la de x respecte
de 1 (90° de diferéncia).

D’aquesta manera podem tractar altres exemples, fins trobar una manera general de repre-
sentar qualsevol nombre complex. Considerem el nombre complex z tal que és mitjana pro-
porcional entre ¢ i 1. Si actuem segons la interpretacié anterior, el segment que el representa
té un valor numeric |z| tal que

il _

EI
Quant a la seva orientacié ha de formar el mateix
angle amb el segment que representa el nombre
que amb el que representa el nombre 1. Per tant,
segueix la direccié de la bisectriu del primer i tercer
quadrant.

és a dir |z| = 1.

D’altra banda, si cerquem la seva forma binomica tenim

7 z . -
S=7 = PRy
ya

M Aixo és el que fa Argand.
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Un dels valors d’aquesta arrel el tenim calculat en la férmula (B) de la pagina B

2 2
2 2
D’alli mateix podriem treure ’altre valor:

il VI VB

—_— = .

2 2

Es notable d’observar que els valors de les projeccions sobre les direccions OX i OY de 1
i 4, dels segments orientats que es proposen per a la representacié del complex z = /3,
coincideixen amb les seves parts reals i imaginaries. Efectivament,
( 2
|z] cos45° =1- £
Projecci6 de z = Vi sobre OX =
_\/§
\ |z|cos135° =1 ——
)
|z| sin45° =1- £
Projeccié de z = v/i sobre OY = 2
| |z|sin135° =1 ——

Aix0 ens indica una manera de representar graficament qual-
sevol complex. Donat un complex z = a+bi, el representarem
sobre un pla com un segment orientat o vector d’origen (0, 0)
i extrem (a,b). El punt (a,b) rep el nom d’afiz del complex
2z = a + bi i també se I'identifica amb el complex.

5 Formes polar i trigonometrica d’un nombre complex

La representacio grafica dels complexos sobre el pla suggereix un altre tipus de presentacié per
als complexos. Concretament, el vector que hem identificat amb un complex queda determinat
si coneixem el seu modul i la seva orientacié o angle que forma amb la direccié positiva de
I'eix real OX. aixi establim que:

El complex z = a + bi es pot presentar amb la notacié r,, anomenada forma polar, en que:

- r=+/a®+ b? rep el nom de modul de z i s'escriu |z|.
— « rep el nom d'argument de z i satisfa tana = —.
a

— El valor de « ve determinat pels signes de a i b, i pot ser
substituit per a«+n-360°. De tots aquests, aquell que es troba
a l'interval [0°,360°[ rep el nom d'argument principal de z.

D’aqui es desprén que

r=-=s
To = Sg < 1
a=[f3+k-360° en que k € Z.
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Exemple 7 Presentacio de z = 4 — 2i en forma polar.

z2=4—2
= VIR = VB = 25 o= (2vA)
tana—T:—§:>oz—120° o a = 300° 5007

Si mirem de convertir un complex z = r, donat en forma polar a la seva expressioé en forma
binomica en resulta una presentacié en llenguatge trigonometric anomenada forma trigo-
nometrica. Si observem la representacié grafica tenim:

z=ry=rcosa+irsina = r(cosa-+isina).

~
forma trigonometrica

Exemple 8 Formes trigonometrica i binomica de z = (\/5)
450

5 5
s VB (cos 5 +isinds) = v3- Y2y va Y21
> 2 2 N—

'

forma trigonometrica forma
binomica
5.1 Operacions en forma polar
e Producte: To S8 = (7" S)ats
re-8g = r(cosa+isina)-s(cosf +isinf) =

= r-s[(cosacosff —sinasinf) +i(sinacos f + cosasin f)] =

= 7r-sfcos(a+ B) +isin(a+ B)] = (r-S)ats
e Poténcia d’exponent natural: (ra)" = ("),

(Ta)n g Z”a . TO( . /]"a PP TO& _— (Tn)n.a
v

(n)

e e e r r
e Divisié: 2= (—)
85 S

<r> B (cosa+281na) _ r(cosa+isina) cosf—isinf
a—f (
[

<

cosB+isinf8)  s(cosfB+isinf) cosf —isinf3
r[(cos arcos 8 + sin asin 3) + i(sin avcos § — cos asin 3)]
s[(cos? 8 + sin® B) + i(sin 3 cos 8 — cos Bsin 3) B
(f) ~cos(a — B) +isin(a — ) _ <z>
S 1402 a—B
e Arrels d’index natural: Yre = ({’/7_“)%%% , ke {0,1,2,....,n—1}.

S S

\/E—xw — (mw) _Ta@{nw:a+k36oo7kez =

(+) x=r

:%4_1{;.

 ke{0,1,2,...,n—1}
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(x) Els valors enters de k, majors que n — 1 o menors que 0 no es consideren perqué propor-
cionen les mateixes arrels que els dels casos k € {0,1,2,...,n — 1}.

Exemple 9 Calcul de les arrels sisenes de —1 i la seva aplicacié a la factoritzacié de 2% + 1.

Segons 'altim resultat, en ser —1 = 1150, tenim

( \/§ 1
1300 = — 4+ =1
30 5 +2Z
loge =1
V3 1.
Tyt =l T 2
—1 = Vlige = 1 V31
o= ——— — — 3
210 5 T3
Logge = —1
. V3 1.
o= — — =1
| 1330 5 T3
Per tant,
2 4+1=
3 1 3 1 3 1 1
= x—§—§z> (m—\/?_+§i>(x—i)(x+i)(m—l—T——z) <x+—+—z>:

= <x2—\/§x—|—1> <x2+\/§x+1) (x2+1).

Factoritzacié alternativa (sense treballar en el camp complex):
Si considerem z = 22, tenim 2% + 1 = 23 4+ 1. Llavors si apliquem la regla de Ruffini:

100 1
-1 11 -1 p =2 +1=2+1=C+1DE—2+1) = (2> +1D(2* -2 +1).
1 -1 1 0

Per descompondre el segon factor, utilitzem la tecnica de completar quadrats:
ot — 2?1 = (m2+1)2—3x2: [(:172+1)—|—\/§$] [(:132+1) —\/gx}
Consegilientment,

$6+1:(:U2+1)(x2—\/§:c+1> (:U2+\/§x—|—1>.
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5.2 Formula de Moivre

Abraham de Moivre (1667-1754) demostra coneixer en els seus escrits, encara que d’una
manera no explicita, el resultat segiient:

(cosf + isinf)" = cos(n) + isin(nd).

Podem provar aquesta férmula utilitzant la presentacié en forma polar dels nombres comple-
xos. Efectivament,

(cos +isinh)" = (1p)" = (1"),,5 = Ln.g = cos(nb) + isin(nb).

Una de les aplicacions d’aquest resultat la tenim en la recerca de 'expressié de cos na i sin na
en funcio de sin « i cos a. Efectivament, de les igualtats

cos(nf) + isin(nf) = (cosf +isinf)" =

= ( ) cos" 60 +1 (7;) cos" 1hsinh+ -+ zk(;:) cos" K Osin* 0+ - - —|—2”(n> sin” 0 =
n
= (( ) cos" 0 — (Z) cos" 2@ sin® 0 + (Z) cos" 1 @sinf — - ) +
cos" 1 hsinf — " cos" 3 @ sin® 0 + " cos" 5 fsin’f —--- |,
1 3 5
en resulta
cos(nf) = "Yeosm 0 — (") cos"20sin20 + () cos" 4 Osintg — - -
0 2 4
sin(nf) = (T) cos" ' fsinf) — (g) cos"? fsin® 6 + <§) cos"?fsin®fh - —

Exemple 10 Resolucié de I'equacié cos 48 = 6 cos? § — 2.

Expressem cos 46 en funcié de cos 6:

4 4 4
cos4df = (O) cost 6 — (2) cos® @ sin® 6 + (4) sin*@ = cos* 0 — 6cos® Asin? 6 + sin? 6 =

= cos?0 —6cos?f +6cos* 0+ 1+ cos* —2cos’h =
= 8cos* —8cos?h+1

Llavors, resolem ’equacio transformada:

8costh —8cos’0+1=06cos’0 —2 <= 8cos*h —14cos’h+3 =0 <

— cos’h =

T+V49-24 T+5 <
8 8

=~ = N W

60° + n - 180°

, , L.
Es a dir que cosf = j:§ i, per tant, 6 = { 150° & 7 - 180°.
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6 Exercicis resolts

Exercici 1 Representeu graficament els afixos dels nombres complexos z tals que 2> —z* = 4i.

Y
z=a+yi <= (v+yi)— (v —yi)’=4i <=

= 2? —y? +2ayi — (2 -y — 22yi) = 4i =

<~ dayi = 4 — X
1

<= y = — ¢és una hiperbola equilatera
x

Exercici 2 Calculeu i**" de dues maneres.
BT = (1ge)™ = (1%%7) Jousee = Lcoe-s142700 = lagge = 08 270° + i sin 270° = —i.

32T 48143 (i4)81 PE RS (—z) -

Exercici 3 Interpreteu geométricament el producte z, - 1.

Si operem z, - 1, = (2 * 1)atw = Zatw, Observem que lafix de z,
s’ha transformat en el punt que resulta d’aplicar-li un gir de centre
(0,0) i angle w.

Exercici 4 Trobeu les coordenades del punt () que resulta de girar el punt P(3,1) un angle
de 60° amb centre C(—1,—2).

= —1—22+[(3+2)—(—1—22)]1600 =
= —1—2i+ (44 3i)(cos60° +isin60°) = Qg e—

= —1—2i+(4+3i)<1+\/—§i): \P

2 2

X
_ _1_2i+<4—3\/§+3+4\/§i>: \/
2 2 ¢

2-3v3 —1+4V3.
5 g !

Exercici 5 Resoleu 'equacié 23 +1 — i = 0.
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B=l4i = 2=V-1+i<—

2
= =9 <\/§> = <\7§> e v/2(cos 165° - 4 sin 165°)
V2

2(cos 285° + 7 sin 285°)

Exercici 6 Calculeu el valor del nombre z = ¢ Z si sabem que és real.
—ai
-9 -9 4 13 2 36)i
ez _ ez fhan at(a )Z€R<:>a2—36:0<:>a:j:6:>
4 — ai 4—ai 4+ ai 16 + a?
' , . 8 3
4 — ai 16 4 a? -8 -3
52 2

Exercici 7 Calculeu cos 72° tenint en compte que és igual a la part real d’una de les arrels
cinquenes de la unitat diferents de z = 1.

Les arrels cinquenes de la unitat satisfan 'equacié z° — 1 = 0. Per tant |z| = 1 1 es compleix

=l<<=z-Z2=1<2z2=-

’ 2
z

2] =1 <= |z

=1 = 0="-1=:z-1)(*+2+2+1) =
— z=1 obé +2+22+1=0. (14)
Manipulem 1'iltima equacié per tal de trobar cos72°, tenint en S
compte que una solucié ha de ser z = 1790 i que ha de complir
72°\|1
z+z 1 1 3
72° = R = = — -
cos e(z) ) 5 (z + z> , 1
2=

Primer dividim I'equacié (Id) per z? i després completem quadrats:
) 11 1\’ 1
Z+z+l+-+5=0 = |2+ +2+--1=0=
z oz z z

—1++5
1 —1£VI+4 —145 —5

— z4-= - -
z 2 2 —1-+/5
—

Finalment, observem que la solucié 1790 ha de tenir la part real positiva i s’obté,

1 1 —1
cos72°:Re(z):§(z+—>:\/g4 :
z
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Exercici 8 Utilitzeu el desenvolupament de (1 + i)™ per calcular les sumes

B @ 066

Primerament observem que (1+4) = (v/2), i, per tant, (1 + )" es pot expressar de les dues
4

maneres segiients:

oo = ()= () G () () () e
=106+ 0)-6) () )
e = () (o) = () (om0 i (o)

Consegiientment,

7N
o 3

; (;j) —e = (V) s (n
)nsm (n

)
)

e I

VR
_ 3
— —
| |
TN T N
W I NN 3
N— —
+
N
ot 3
"
|
I
VN
5
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