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1 Introduccié

Anomenem polinomis de coeficients reals amb la indeterminada x a les expressions del tipus:
apx" + a, X"V b apx® +agx +ag, enqueay € Rin € N,

No concretem ni aprofondim en el significat de la lletra o indeterminada x. En el nostre cas
ens conformem a entendre-la com una variable numerica sense determinar.

Si a, # 0, anomenem el valor de n grau del polinomi. Els nombres a; reben el nom de
coeficients del polinomi, i 'expressi6 axx* s’anomena terme de grau k. Si tots els coeficients sén
igual a zero diem que el polinomi no té grau.

Dos polinomis sén iguals quan tenen iguals els coeficients del mateix grau.

Els polinomis es poden sumar, sumant els coeficients dels termes de mateix grau.

Exemple 1 Suma de p(x) = 3x* —2x3 +7x — 10 i q(x) = 5x> + x* + 2x + 4.

p(x)+q(x) = B+0)x*+(—2+5)x> +(0+1)x>+ (7+2)x + (—10 + 4)
3x* +3x% + ¥+ 9x — 6. O
Els polinomis es poden multiplicar considerant tots els productes possibles entre els termes
del polinomi i agrupant-los pel seu grau:

Exemple 2 Producte de p(x) = 5x> —2x + 10 i q(x) = 2x* + 3x — 4.

p(x)-q(x) = (5:2)x>+ (5-3)x*+ (5-(—4) + (—2)-2)x® + ((—2) - 3+10-2)x?
+((=2)-(—4)+10-3)x+ (10- (—4))
= 10x° 4+ 15x* — 24x3 + 14x% + 38x — 40.

Procediment alternatiu,

5x3 — 2x + 10
2x2 4+ 3x— 4
— 20x3 + 8x —40
15x% — 6x% + 30x
10x° — 4x3 42042

10x° + 15x* — 24x° + 14x% + 38x — 40
O

Relacionat amb la multiplicaci6 tenim el concepte de factor. Si tenim els polinomis h(x),
p(x)igq(x), tals que h(x) = p(x) - q(x), direm que p(x) és un factor de h(x), de la mateixa
manera que ho és g(x).

Exemple 3 x + 1ix — 4 sén factors de x> — 3x — 4 perqué x*> —3x —4 = (x +1) - (x — 4). O
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2 Valors d’un polinomi. Regla de Ruffini
Donat un polinomi p(x), el nombre real p(a) rep el nom de valor del polinomi quan x = a.

Exemple 4 El valorde p(x) =3x* —2x+7 quanx =2ésp(2) =3-2*—-2.24+7=51. O
Es tracta de trobar metodes alternatius per calcular valors d’un polinomi que redueixin el
nombre d’operacions. Proposem de treballar en un cas concret, el del polinomi

p(x) = 2x° +3x* — 11x — 6.

Cercarem el valor d’aquest polinomi per al valor concret x = 4. Si tenim en compte que el
polinomi p(x) es pot presentar com

p(x) = ((2x +3)x —11)x — 6), (1)

podem considerar dues maneres d’actuar:

a) Calcul directe sobre ’expressi6 inicial:

p(4) =2-4%>+3-4> —11-4— 6 = 128 + 48 — 44 — 6 = 123, (9 operacions).

b) Calcul sobre I'expressi6 ([):

p(4) = <<~4+3>-4—11> 4—6= (-4—11>~4—6:~4—6:,

(6 operacions).

En la segona opci6 els calculs es disposen de la manera segiient i en resulta 1’algoritme cone-
gut amb el nom de regla de Ruffini:”
3 -1 -6

l* l* l+ 2 3 —115 -6
8 44 132 4 8 44 132

2
\\(' y 2 1 33 126 = p(4)

(11] [33] [126] =P(4)

1Es pot trobar en diversos escrits de 'italia Paolo Ruffini (1765-1822), tot i que la trobem inicialment en la
matematica xinesa (s. XII).

Vegeu http://rnollas.wordpress.com/2012/02/04/1la-regla-de-ruffini-i-el-metode-tianyuan/.
Recompte d’operacions per al grau n en queé s’observa 1’economia d’operacions de 1’opcié de Ruffini:

a) En el calcul directe sobre I’expressi6 inicial de p(x), el nombre maxim d’operacions és

nind (1424 (n-1) =2n 4 "= D _nnt3)

2 2
b) Quan apliquem la regla de Ruffini el nombre maxim d’operacions és n +n = 2n.
n? +3n n*—n n
c) El estalvi d’operacions és considerable i pot arribar a ser de T 2n = —y = ( 2) operacions.
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Per exemple, si el polinomi és de grau 10, es poden estalviat fins a ( ) ) = 45 operacions.


http://rnollas.wordpress.com/2012/02/04/la-regla-de-ruffini-i-el-metode-tianyuan/

3 Arrels d'un polinomi. Regla de Ruffini aplicada al seu calcul
i a la seva descomposici6 factorial

Donat un polinomi p(x), elnombre a € R tal que p(a) = 0 rep el nom d’arrel del polinomi p(x).
Evidentment, un polinomi pot tenir més d’una arrel o no tenir-ne cap.

Exemple 5 EI polinomi p(x) = 3x — 5 té una tinica arrel que és x = 5/3.

-1xv1-4
— 2 R
El polinomi p(x) = x> — 4x> — 21x télesarrelsx =0, x =7 ix = —3. O

El polinomi p(x) = x> 4+ x + 1 no té cap arrel real, perqué

A continuaci6 cercarem les arrels del polinomi presentat a la seccié anterior, p(x) = 2x> +
3x2 — 11x — 6, és a dir buscarem les solucions de ’equaci6 2x> + 3x*> — 11x — 6 = 0. Ho farem
utilitzant la regla de Ruffini.

— Es tracta de trobar un nombre xy € R tal que I'altim coeficient que s’obté de I’aplicaci6 de la
regla sigui igual a 0. Primerament buscarem entre els nombres enters, els quals forcosament
hauran de ser divisors del coeficient de grau 0 del polinomi. En el nostre cas, els candidats
son els divisors enters de —6. Provem amb xy = 2,

2 3 —11 -6
2 4 14 6 )

2 7 3 [0] =p@

Hem trobat l'arrel x = 2. Si volem trobar una altra arrel, tindriem que provar amb altres di-
visors del coeficient —6, aplicant la regla de Ruffini sobre els coeficients del polinomi inicial.
Pero tenim un alternativa si observem que, en ser p(2) = 0, x — 2 és candidat a ser factor del
polinomi inicial p(x). Comprovem que realment és un factor, tenint en compte que en ser
p(x) de grau 3 altre factor haura de ser de grau 2, (del tipus ax? + bx + c).

a=2
p(x)=2x%+3x% — 11x — 6 = (x — 2)(ax? + bx +¢) . b —2a=3
=ax®+ (b —2a)x> + (c — 2b)x — 2c c—2b=-11
—2c=-6

—

a S x
W NN

Aixi podem afirmar que p(x) = (x — 2)(2x% + 7x + 3) i, que per trobar una altra arrel, només
cal resoldre (x —2)(2x% 4+ 7x +3) = 0, és a dir 2x% + 7x +3 = 0.

Ara bé, ens adonem d’'un fet clau. Els coeficients d’aquesta tltima equacié coincideixen
amb els coeficients resultants de la primera aplicaci6 de la regla de Ruffini. Aixo passa, (no
ho demostrem), per a qualsevol polinomi inicial que haguessim considerat. Llavors podem
seguir amb 1'aplicaci6 de la regla sobre els coeficients resultants tantes vegades com calgui
fins arribar a un polinomi que no tingui arrels o que sigui de grau 1. D’aquesta manera el
procés complet seria

2 3 —-11 —6 )
-3 —6 -3 Arrels: x =2, x = -3, x = — =
2 1 0 2




D’alta banda cal tenir present que, de vegades, no hi ha arrels enteres i cal trobar o aproximar
arrels racionals o irracionals per altres metodes. Fem notar també que podem escriure,

p(x) =2(x—2)(x+3) (x+ %) :

Observem que el resultat final és una descomposicié factorial en polinomis de grau 1, un per
a cada arrel. En alguns casos, en la descomposicié, apareix algun polinomi de grau 2 que
no admet descomposici6 i aix0 passa perque no té arrels. Els polinomis de grau 2 que no
admeten arrels i els de grau 1 reben el nom d’irreductibles o primers.

El teorema que estableix 1'existencia de descomposicié factorial en polinomis irreductibles
rep el nom de teorema fonamental de I’algebra i una primera versi6 afirma el segiient,?

Si un polinomi p(x) = apx" + a,_1x" "' + -+ + ay + ag de grau n té n arrels reals,
X1,X2,...,Xy, llavors

p(x) =an(x —x1)(x —x2) - (x — xn).

En el cas que el nombre d’arrels reals sigui p < n, n — p sera parell i la descomposicié
tindra p factors de grau 11 “5F factors irreductibles de grau 2.

Exemple 6 Descomposici6 factorial de p(x) = x® — 3x? + 4x — 12.
Apliquem la regla de Ruffini, per trobar el primer factor. Recordem que els candidats enters
a ser arrels de p(x) son els divisors del terme independent —12.

1 -3 4 _12 Una primera descomposicio del polinomi és

3 30 12—
1 04 0

p(x) = (x =3)(x* +4).

Es compleix p(x) = x> +4 >4 > 0, Vx € R i llavors p(x) no admet més descomposici6.
O

Exemple 7 Donat el polinomi p(x) = 2x® — 4x° + 12x* — 20x> + 18x? — 16x + 8, comproveu
que la seva descomposicio factorial és

p(x) =2(x —1)3(x®> +4)(x*> +1) O

2 Aquest resultat és una de les possibles formulacions del teorema fonamental de I'algebra. La seva primera for-
mulaci6 va ser feta per Albert Girard (1629) i els primers intents de demostracié es produiren en el s. XVIII, de la
ma, entre d’altres, de d”Alembert (1746) i Euler (1749). La primera prova satisfactoria 1’aconsegui Gauss (1799).
Hi va haver intents de negar la veritat del teorema com el que va protagotnizar Leibniz 1’any 1702 amb el
polinomi x* + a* o Bernoulli (1742) amb el polinomi x* — 4x> 4 2x2 + 4x + 4. Es bastant immediat trobar la

descomposici6, (x2 + v2ax + az) (x2 —\/2ax + az), del primer polinomi completant quadrats. Per al segon
polinomi la qiiestié és més complexa. Euler va obtenir la factoritzacio,

<x2— <2+\/4+2\f7>x+1+ﬁ+\/4+2ﬁ) (xz— <2—\/4+2\f7)x+1+ﬁ—\/4+2\f7>



4 Exercicis d’estudi de signes d"un polinomi

Una de les qtiestions que haurem de resoldre sovint és la d’estudiar el signe d"un polinomi.
Es a dir per a quins nombres x € R els valors p(x) del polinomi sén positius, negatius o nuls.
L'estrategia que seguirem sera la de factoritzar el polinomi i estudiar el signe de cada factor
mitjangant el seu grafic que sera una recta o una parabola.

PS1. Sigui el polinomi p(x) = x° + 2x? — 5x — 6.
a) Trobeu les seves arrels i la seva descomposici6 factorial.

b) Resoleu la inequacié p(x) > 0, amb 1’ajut dels grafics de rectes i/o paraboles.
c) Representeu un esquema grafic de p(x).

PS2. Sigui el polinomi p(x) = x> + 3x% — 4x.
a) Trobeu les seves arrels i la seva descomposici6 factorial.

b) Resoleu la inequacié p(x) < 0, amb ’ajut dels grafics de rectes i/o paraboles.
c) Representeu un esquema grafic de p(x).

PS3. Considereu el polinomi p(x) = x* + 5x% — 36,

a) Trobeu les seves arrels i la seva descomposici6 factorial.
b) Resoleu la inequacié p(x) < 0, amb ’ajut dels grafics de rectes i/o paraboles.
c) Representeu un esquema grafic de p(x).

PS4. Considereu el polinomi  p(x) = x* — 23x% + 160x? — 300x.

Trobeu les seves arrels, estudieu-ne el signe i feu-ne un esquema grafic.

4.1 Resolucié dels exercicis

PS1. a) Apliquem la regla de Ruffini, per trobar una arrel i els primers factors. Recordem que
els candidats enters a ser arrels de p(x) son els divisors del terme independent —6 d’aquest
polinomi.

1 2 -5 —¢6 Una arrel del polinomi és x = —1 i una primera des-
-1 -1 -1 6 composicio és
T 1 =6 0 p(x) = (x + ) (x* +x - 6).

Cerquem les arrels del segon factor, la qual cosa permetra donar la descomposici6 final:

o T1EVTE2E 145

2
< — x> +x—6=(x—2)(x+3).
2 2 .

Conseglientment, ’Arrels: -3, —1,2‘ i p(x)=(x+1)(x—2)(x+3)|.

b) Presentem l'estudi del signe mitjancant I’estudi dels tres factors per separat i, alternativa-
ment, dels dos factors de la primera descomposicio:

+3 r+1 -2 2+x—6 r+1
-3 —1 2 -3 -1 2
N e e | e e et N o—ed | —e— 4 Jet
p@) 75 o o o P S g o o



D’aqui en resulta p(x) >0<= -3<x<-1 o x>2,ésadir

xe€[-3,-1]U[2,+00)]|.

¢) Les arrels del polinomi proporcionen els talls amb
I'eix OX. En ser p(0) = —6, tenim el tall (0,6) amb A
I'eix OY. Observem, també, els resultats de 1’estudi
del signe del polinomi que situaran el grafic sobre o
sota I'eix OX. A més, el comportament de p(x) quan
x pren valors arbitrariament grans en valor absolut és

Iim »(x) = +oo, Iim p(x) = —o0.
x—>+oop( ) + x—>—oop( )

De tot aix0 en resulta 'esquema adjunt en que, de
moment, no aprofondim en l'estudi dels maxims o
minims i de la concavitat.

PS2. a) Una primera descomposici6 és
p(x) = x(x* +3x> — 4).

Cerquem les arrels del segon factor, resolent 'equacié biquadrada que resulta:

o 3EVOFT6 345 < 1
2

5 — p(x) = x(x* +3x% —4) = x(x2 - 1) (x> +4).
—4

Enserx?—1=(x—1)(x+1) i x?>+4 >0, obtenim

p(x) =x(x —1)(x +1)(x* +4)| i ’Arrels:O,l,—l‘.

b) Sabem que x% + 4 > 0. Per tant, presentem I'estudi del signe mitjangant l’estudi dels altres
factors per separat i, alternativament, dels altres dos factors de la primera descomposicio:

41 T -1 -1 L
-1 0 1 -1 0 1
| —e—e — 7070_1’_ +o e + +o+.+ _o+ —e— +._ +o+
(@) 75 o | o o P 5T g o o

D’aqui en resulta p(x) <0<=x<-1 o 0<x<1,ésadir

x € (—o0,—1]U[0,1]].

c) Les arrels del polinomi proporcionen els talls amb y 4
I'eix OX. En ser p(0) = 0, tenim el tall (0,0) amb
l’eix OY. Observem el signe i el comportament de p(x)
quan x pren valors arbitrariament grans en valor ab-
solut és

lim p(x) = oo, lim p(x) = —oo.

X—r+00 X——00

De tot aix0 en resulta I'esquema adjunt.



PS3. a) Cerquem les arrels de p(x), resolent I'equaci6 biquadrada p(x) = 0:

—5++/2 144 —-5+1 4
x2: 5 25+ _ 52 3: < :>p(X):(x2_4)<x2+9)
-9

Enser x> —4 = (x—2)(x+2) i x*>+9 >0, obtenim

p(x) = (x —=2)(x +2) (x4 9)| i ’Arrels: 2, —2‘.

b) En ser x> +9 > 0, només cal efectuar 'estudi = T
dex*—4<0: @) © o ®
D’aqui en resulta p(x) <0<= —2<x<2,ésadir|x € [-2,2]]|.
c) Els talls amb els eixos sén (2,0), (—2,0) i (0, —36).
A partir de l'estudi del signe i que

lim p(x) = oo, lim p(x) = oo, y T

X——+00 X—r—00

en resulta I'esquema adjunt.

(Queda oberta la qiiestié de si hi ha algun canvi de concavitat.)®

PS4. p(x) = x* —23x3 + 160x? — 300x = x(x> — 23x? + 160x — 300). Per estudiar el signe
trobem la descomposici6 factorial del segon factor amb 1'ajut de la regla de Ruffini, la qual
cosa també ens proporcionara les arrels:

1 -23 160 —-300
10 10 —130 300
1 —-13 30 0
3 3 =30
1 —-10 0

p(x) = x(x — 10)%(x — 3).

Consegiientment, les arrels de p(x) soén

’x =0,x=10,x=3 ‘ No detallem !estu-
di del signe que resulta ser

p(x) > 0 <= (—00,0) U (3,10) U (10, +co) 3 10
p(x) <0<=(0,3).

Fs immediat que quan x tendeix a £co, p(x) tendeix a +oco. De tota la informaci6 recollida
en resulta el grafic adjunt.

3 Ampliacié. Es pot raonar l'existéncia de canvis de concavitat a partir de la imposici6 d’existéncia de solu-
cions triples de 'equaci6 p(x) — mx — b = 0. Més endavant, tots aquests aspectes s’estudiaran amb tecniques
de calcul diferencial o de derivades.



5 Introduccié als problemes d’optimitzaci6

Introduirem els problemes d’optimitzaci6 a partir d"un problema concret. Aquest sera el de
construccié d’una caixa, —ortoedre—, de volum maxim a partir d’una cartolina quadrada.
El tipus de tractament que farem sera totalment algebric i estara relacionat amb la recerca
d’arrels dobles d’un polinomi. Aquestes son arrels que apareixen repetides i es manifesten en
forma de dos factors de primer grau iguals.

Disposem d'una cartolina quadrada de costat 100. Es tracta de construir un
ortoedre sense tapa, retallant quadrats de costat x dels seus cantons i plegant per
les linies de punts tal com indica la figura, de manera que aquest tingui el volum
maxim.

100 x

100

El primer que farem sera trobar una expressio algebrica per al volum de la caixa en funcié de
la variable x. Notem que els costats de la base de la caixa mesuren 10 — 2x i la seva al¢ada
mesura x. Per tant, si representem amb la notacié V(x) el volum de la caixa, obtenim

V(x) = (100 — 2x)? - x = 4x> — 400x% 4 10000x, en que 0 < x < 50.

A continuaci6, farem l'estudi en tres etapes,

El. Cercarem una aproximacié del valor maxim de la funcié polinomica que descriu
el volum V(x) en funcié de x, mitjangant una taula de valors i un esquema grafic
d’aquesta funcié.

E2. Per trobar la soluci6 exacta del problema, conjecturarem que el valor maxim ve de-
terminat per un punt del grafic de la funci6 V(x) que toca tangencialment a una recta
horitzontal. Aixo ho traduirem, en el llenguatge de I'algebra, com trobar 'arrel doble
d"un polinomi que resultara del sistema d’equacions que representa la recta horitzon-
tal i la funcié.

E3. Finalment, provarem algebricament que el valor trobat és maxim.

e E1. Aproximacié del valor maxim. Abans de construir la taula de valors, cerquem les
regions del pla que ocupara el grafic a partir de 1’estudi del signe de V(x).

— V(x) =0 <= (100 — 2x)? - x =0

(100 — 2x)2 =0 x =50
— o) <~ 0 Grafic Grafic
x=0 x=0
V(x)>0e=x>0ix£50 | (perque Grafic !
—V(x)<0<=x<0 ((100—2X)220)



Calculem els valors de V(x) per als valors enters de la variable x. En resulta una primera

taula i una primera aproximaci6 del grafic.

V(x)

ool R

10

0
18432
33856
46464
56448
64000

12
14
16
18
20

69312
72576
73984
73728
72000

22
24
26
28
30
32
34
36
38
40
42
44
46
48
50

68992
64896
59904
54208
48000
41472
34816
28224
21888
16000
10752
6336
2944
768

0

73984
64000

16000 T

30 4b 50

x | V(x)

A la taula de l'esquerra i al grafic superior, 14 | 72576
observem que el valor maxim s’obté probable- 14.4 | 72999.94
ment quan x pertany a 'interval (14, 18). 14.8 | 73351.17

Es podria comprovar que, si cerquem valors 15.2 | 73631.23
de V(x) tals que x sigui exterior a l'interval 15.6 | 73841.66
[0,50], —els quals no s6n admissibles en el nos- 16 | 73984
tre problema—, i estudiem la tendeéncia de V(x) 16.2 | 74030.11
quan x — Foo llavors, el grafic té una forma com 16.4 | 74059.78
el de damunt a la dreta. 16.6 | 74073.18

A la taula de la dreta hem “afinat” les apro- 16.8 | 74070.53
ximacions, i si el grafic de V(x) conserva el seu 17 | 74052
comportament regular, el volum maxim s’obtin- 17.2 | 7401.78
dria per a algun x € (16.4, 16.8) 17.6 | 7390.31

18 | 73728

E2. Recerca algebrica exacta del valor maxim. En aquesta etapa utilitzarem una conjec-

tura que relacionara la tangencia geometrica amb una condici6 algebrica sobre un polinomi.
Aix0 implicara la necessitat de demostrar en una etapa posterior que el resultat trobat és

correcte.

Per comengar observem l'esquema grafic que tenim de y |
V(x) i afegim-hi les rectes paral-leles y = k a l'eix OX /’
d’abscisses. Apareixen un, dos o tres punts d’interseccio. L y=k y

Més concretament, si considerem el cas de la recta fj \\ I

y = k que toca el grafic de V(x) en el punt maxim que
volem trobar, aquesta recta i el grafic de V(x) només te-
nen dos punts en comui. A més, entre aquests dos, el punt
de contacte que es troba en el maxim té la caracteristica de
ser un punt de tangencia entre els dos grafics.

[ /.

El fet clau es troba en pensar aquest punt com un “punt doble” generat pels dos punts de

tall de la corba amb les rectes “inferiors”,

quan aquestes es desplacen paral-lelament en la



direcci6 positiva de I'eix OY d’ordenades. Si ho traduim al llenguatge de 1’algebra, tenim
que la resoluci6 del sistema d’equacions determinat per aquesta recta i la funcié polinomica
V(x) tindra dues solucions i la que ens interessa, —la del punt de tangencia—, haura de ser
doble. En definitiva, hem d’imposar que hi hagi solucié doble en el sistema

y = 4x3 — 400x? + 10000x
y=k

Es a cal imposar I'existéncia d’arrel doble per al polinomi

p(x) = 4x> — 400x* + 10000x — k. 3)
4 —400 10000 —k
a 4q 442 — 4004 443 — 40042 + 100004
4 4a — 400 442 — 400a + 10000 4% — 400a* + 100002 — k = 0
a 4q 842 — 400a
4 8a — 400 124% — 8004 + 10000 = 0

124% — 800a + 10000 = 0 <= 3a® —200a + 2500 = 0

100+ VI0000— 7500 _ 10050 _ l >0
_ . _ _

3 @m16.667
3

50 200
— p=100-2" ===

3 3

50\% 200 [2000000
k=42 . — ~ 74074.074|.
k (3) 3 27 074.0

Hem obtingut els valors exactes del volum maxim i del retall que hem de fer a la cartolina

inicial.®

e E3. Demostraci6 algebrica de la certesa del resultat obtingut. De 1'observaci6 del grafic

aproximat que hem fet a l'inici es despren que el valor maxim de V(x) en l'interval (0, 50)
. 50 L . P

s’assoleix en x = —. Ara bé, si no disposem d’aquest grafic i volem estar segurs del resultat,

el fet de fonamentar els nostres calculs sobre conjectures obliga a demostrar la seva certesa.
Per fer-ho, n’hi haura prou amb demostrar que

V(%) > V(x), quan 0 < x < 50, isifemx:53—0+h,

V<53—O)>V<53—O+h),quan0<53—o+h<50 4)

4Fem notar que la solucié a = 50 també correspon a un punt doble. No la tenim en compte perque, com
s’aprecia a I'esquema grafic, és un punt que proporciona el volum minim de valor 0, el qual correspon a un
retall de la cartolina de longitud 50.
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Passem al calcul de les expressions implicades.?
3 2
V<@+h> = 4(?—1—}1) —400(53—0—141) —1—10000(5?)—0—}—}1)

3
50\ ° 50\ 2 50
= [4 (?) — 400 (?> + 10000 (3)

2
v (50 h+50h2+h3) _

3
V(50/3)
—400 (1% h+ hz) + 10000k .

Llavors, calculem

50 50 10000 40000
1%4 <§ +h) —-V (?) = Th+200h2+4h3 — Th — 400h? + 10000h

= 4k — 200K* = 4h*(h —50) < 0, Vh < 50.

Es a dir,

50 50 50 50
V(?)>V(?+h), quan ?+h<?+50

Notem que la restriccié obtinguda sobre & inclou els valors de  per als quals s’havia de fer
la demostraci6 de I'expressio6 (H).
e Observacions finals.

a) Si es considera el polinomi en tot el seu domini, el valor obtingut s’"anomena maxim
local, és dir maxim relatiu al seu entorn. Més concretament, en el nostre exemple, dirfem
que el polinomi V(x) presenta o té un maxim relatiu o local en x = 50/3 i el seu valor és
V(50/3).

b) La mateixa nomenclatura s’utilitza per als minims. Aixi dirfem que el polinomi V(x)
presenta o té un minim relatiu o local en x = 50 i el seu valor és V (50).

¢) Al maxim i al minim locals se’ls anomena indistintament extrems locals o relatius.

d) De la lectura atenta de les equacions que resulten d’aplicar el métode de l’arrel doble
utilitzant la regla de Ruffini, en resulta una altra regla que podeu cercar i que propor-
ciona una condici6 necessaria que han de complir els extrems locals. Si la descobriu
podreu estalviar-vos una mica de feina.

e) El tractament que s’ha fet es basa en un tractament descobert al Jap6 de I'época EDO
(s. XVII-XIX). A la mateixa época a Europa, Fermat, Newton i Leibniz utilitzaren metodes
infinitessimals per introduir un calcul anomenat diferencial o de derivades. Aquest tltim
arribava als mateixos resultats i era generalitzable a tipus més complexos de funcions
que les polinomiques i les racionals.

5S’han obviat algunes etapes del calcul, per la qual cosa és convenient refer els calculs amb més detall si
no s’entenen. Una de les identitats que s’han utilitzat és la que proporciona el desenvolupament del cub d'un
binomi,
(a+b)® = a® 4 3a%b + 3ab® + b°.
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5.1 Tres problemes d’optimitzacié
PO1. Considereu el polinomi p(x) = 6x3 — 5x% — 52x + 51.

a) Factoritzeu-lo i estudieu-ne el signe.

b) Trobeu els seus extrems locals o relatius.

1
Solucio: Maxim local en x = 2 i minim local en x = — 33 .

PO2. Takebe Katahiro en el Tetsujutsu sankei (1722) planteja el
problema segiient del qual es proposa la seva resolucié.

Sigui un paral-lelepipede en que la diferencia entre la
llargada i I'amplada és de 7 shaku i la suma de I'amplada
i I'alcada és de 8 shaku.” Es vol que el volum sigui el
més gran possible. Es demana la llargada, I'amplada,
["altura i el volum maxim.

Solucié: Amplada 4 i2/3 shaku, llargada 11 i 2/3 shaku, alcada
31i1/3 shaku, volum 181 i 13 /27 shaku.

“El shaku equival a 30.3 cm.

N
34
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PO3. Es vol tancar un camp rectangular al costat d"un canal, posant tanca metal-lica als tres
costats que no donen al canal. Si la superficie a tancar és de 460 m?, calculeu la longitud

minima que pot tenir la tanca.

Solucié: 4+/230 ~ 60.66 m.

6 Divisi6 entera de polinomis

Hem observat metodes per obtenir la descomposicié en factors d"un polinomi. Sabem des
de l'aritmetica que els termes factor i divisor sén de significat equivalent. Aixo ens porta a la
qiiesti6 de si podem parlar de divisors en el camp de polinomis, és a dir de si podem parlar
de la divisié de polinomis. Si pensem en l'exemple de descomposici6 estudiat a I'exemple B,

podiem escriure

p(x) = 2% —3x% +4x —12 = (x — 3)(x> + 4).

Si a aquest polinomi li sumem un nombre, per exemple el 5, obtenim un altre polinomi

pr(x) =x° —3x% +4x —7 = (x —3)(x*> +4) +5.

Aix0 ens porta a imaginar 1’esquema d’una divisio,

x> —3x244x—7 x—3
x2 4+ 4
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En general, donats els polinomis p(x) i d(x) es pot demostrar que existeixen dos polinomis
g(x)ir(x) tals que:

1) p(x) =d(x)-q(x) +r(x)
2) ODbé r(x) =0 obé grau(r(x)) < grau(d(x))

L'operaci6 d’obtenir els dos polinomis g(x) i 7(x) a partir dels polinomis inicials s’anomena
divisié entera dels polinomis p(x) i d(x). Els polinomis q(x) i r(x) reben, respectivament, els
noms de quocient i residu de la divisi6.

Exemple 8 Divisié entera de p(x) = x* — 8x> + x + 7 entre d(x) = x? — 2x.

e (alcul mitjancant la detinicio:

Observem que el grau del quocient ha de ser 4 — 2 = 2 i el del residu ha de ser menor que 2.
A més, en el quocient el coeficient de grau 2 ha de ser % = 1. Llavors,

xt—8x% - x+7 = (22 —2x) (x> +bx+c) 4+ (mx+s) = x* + (b —2)x> + (c — 2b)x* + (m — 2¢)x + .

Per tant, si igualem els coeficients dels termes de mateix grau, obtenim

b—2=0 b=2
c—2b=-8 c=-8+2b=—4 g(x) = x> +2x — 4
m—2c=1 7 m=1+2c=-7 — r(x)=—-7x+7
S = 7 S = 7
e (alcul mitjancant I’algoritme classic:
x* — 8x% + x—i—7‘x2—2x
—xt + 223 X+ 2x — 4
2x° — 8x?
— 2x3 + 4x?
— 4 + x
4x> — 8x

— 7x + 7

6.1 La divisid ilaregla de Ruffini

Hem vist que la regla de Ruffini simplificava el calcul de valors d"un polinomi i que jugava un
paper important en la factoritzacié. Es natural preguntar-nos quin paper juga en la divisié.
Si observem l'algoritme classic de divisié notem que allo que importa quan dividim, sén
les diferents operacions a les quals sotmetem els coeficients. En el cas particular en que el
divisor és del tipus x — a podem aconseguir simplificar la manera de portar els calculs per
efectuar la divisi6, mitjangant 1'ts d’aquesta regla. Observem-ho amb un exemple.

Exemple 9 Divisié entre p(x) = 2x> + x> — 15x — 10 entre d(x) = x — 3.
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2 1 =15 —10
23+ 22— 15¢r— 10| x— 3 3 6] [21] [18]
—2x3 + @xz 2x2 +7x + 6 ‘ 2 7 6 8
7x? — 15x
7x2 + [21]x = 2 1 -15 —10
6X — 10 ¢_~_ ¢_~_ ¢_~_
—  6x + 18] 3 1 18

8 6 2

8 N \(: /
2 7 6 8

Notem que el valor p(3) = 8 del polinomi p(x) coincideix amb el residu de la divisié de p(x)

entre x — 3. I el quocient s’obté dels coeficients de 1'altima fila obtinguda en 'aplicacié de la

regla.

O

6.2 Teorema del residu

Aquest teorema estableix el que hem fet notar a I’exemple anterior. Concretament,
El residu r de la divisié del polinomi p(x) entre el polinomi x — a és igual al valor numeric
p(a) del polinomi p(x) quan x = a.

En el cas particular en qué 2 € R és una arrel del polinomi p(x), llavors el residu
ésr = p(a) = 0 i, per tant, aconseguim una primera descomposici6 en factors del polinomi
p(x). Una justificaci6 d’aquestes afirmacions seria,

p(x) = q(x) - (x—a) +7 = p(a) = g(a) -0+ 1 — [p(a) = r

aarrelde p(x) = r=p(a) =0=|p(x) =q(x) - (x —a)|.

D’aquesta manera per a cada arrel 2 € R aconseguim un factor x — a i, com hem enunciat en
el teorema fonamental de l'algebra de polinomis, es pot demostrar que qualsevol polinomi
de coeficients reals es pot descompondre en factors de grau 1 o 2.

Exemple 10 Fl residu de la divisi6 entre p(x) = x* +2x> —8x +10ix +2 és
p(—=2) = (—2)* +2(-2)>—8(—2) +10=16+8+ 16 + 10 =[50/

O podem comprovar aplicant la regla de Ruftini o fent la divisio entera,

xt +2x* — 8x+ 10/ x + 2
—x* — 23 X3 — 2x% + 6x — 20
— 2x3 + 247
1 02 -8 10 + 2x3 + 442
-2 -2 4 —12 40 6x*> — 8x
11 -2 6 —20 [50] — 6x% — 12x
— 20x + 10
20x + 40

50]

També hem obtingut el quocient x> — 2x? + 6x — 20.
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6.3 Aplicacid de la divisi6 a la resolucié de dos problemes

2
.. X X, - ipe
PD1. Trobeu els nombres enters positius x tals que ~—7 és enter positiu. (Dificultat alta).

Si fem la divisi6 dels dos polinomis obtindrem una part entera i una part fraccionaria. Veu-
rem que en aquesta tltima és més facil esbrinar els valors enters.

x2 + 25x x— 7
—x2 4+ 7x x + 32 ’
2 -7 2 224 224
3x x+;x:(x )(x+?;)+ —x 4324 .
— 32x 4 224 - - =
224

A fi d’assolir el nostre proposit, per tal que x > 0, caldra trobar els divisors de 224 = 2° -7
majors que —7.

|1 2 22 2% 2¢ 2

1]+1 +£2 +4 8 16 32 <— divisors de 224 majors que — 7.
7|7 14 28 56 112 224

Llavors tots els valors de x s’obtenen d’igualar x — 7 a cadascun dels divisors. Presentem

2
tots aquests valors i els de % a la taula segtient,
2
x—7 x Ao x+32+ 2
x—7 x—7
1 8 40 + 224 =264
2 9 41 + 112 =153
4 11 43 + 56 = 99
7 14 46 + 32 =78
8 15 47 + 28 =75
14 21 53 + 16 = 69
16 23 55 + 14 = 69
28 35 67 + 8 =75
32 39 71 + 7 =178
56 63 9% + 4 =99
112 119 151 + 2 =153
224 231 263 + 1 =264
/]\
Solucions

Es immediat comprovar que per als valors —1, —2 i —4 de x — 7, el valor de x és positiu perd
2
x° + 25x

no ho és el valor de la fraccié -
x p—
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PD2. Trobeu els rectangles de costats enters tals que el valor numeric de la seva area és el triple
del valor numeéric del seu perimetre.

Siguin x i y els costats del rectangle. Llavors, xy és la seva area, 2x + 2y és el seu perimetre
i, per tant,

xy =3(2x42y) <= xy =6x + 6y <= xy — 6y = b6x <=y = x6_x6.
Llavors
6x x —6 36
—6x + 36 | 6 — y=6+
3% xX—6

Per a que x i y siguin enters positius s’ha de complir que x — 6 sigui divisor de 36 = 22-3? i
x6—_x6 > (. L'altima condici6 es tradueix en x — 6 > 0. Construim els divisors de 36 mitjancant
la taula adjunta i tenim,

1 3 32
; ; 2 198 —x—-6=1,2,3,4,6,9,12,18,36.
2214 12 36

Llavors, els valors que resulten pera x i y sén

x| 7[8]9]10]12]15|18|24 42
y[42]2a|18]15[12[10| 9 [ 8 | 7.

Per tant, hi ha cinc rectangles amb les condicions del problema.

Costat | Costat || Area | Perimetre
x y xy | 2x+2y
7 42 294 98
8 24 192 64
9 18 162 54
10 15 150 50
12 12 144 48
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