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En aquests apunts s’inicia el tractament de les distancies i els angles en la geometria plana
analitica. De sortida, s’introduira l’eina basica per a aquest tractament, el producte escalar
de vectors, a partir de 'estudi del problema de presentar ’angle de dos vectors en funcié dels
seus moduls i de les seves expressions en una base ortonormal.

Considerar una base ortonormal, no vol dir res més que escollir dos vectors de direccions
perpendiculars que tenen el mateix modul, al qual s’assigna el valor 1. Amb aquesta assignacio
inicial veurem que es pot expressar el modul i 'angle de dos vectors en funcié del seu producte
escalar. Aixo permetra definir distancies entre punts i rectes del pla afi, i angles entre rectes.
D’aquesta manera el pla afi quedara convertit en un pla metric en el qual es podran tractar
problemes de mesura.

1 Producte escalar

€1, €2
Sigui la base ortonormal ¢ |€,| =& =1
angle (€7, €3) = 90°.
. a = aie; + agey = (al, a2)
Considerem dos vectors qualssevol ¢ - . .
b= b€ + baey = (b1, b2).
Cercarem l'angle o que determinen @ i b. Concretament, cercarem cos a que és independent
de lorientacié horaria o antihoraria de 1’angle. Si observem el grafic adjunt:
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1.1 Definicié de producte escalar

Remarquem que una part de l'interes d’aquest resultat rau en allo que es despren quan tractem
el problema de la perpendicularitat. En aquest cas cosa = 0 i, per tant, a;b; + asby = 0. Es
a dir, amb la simple observacié d’aquesta operacié totalment simetrica entre les coordenades
dels vectors en una base ortonormal, podem establir si dos vector sén perpendiculars o no.



Llavors, es decideix donar-li rellevancia a aquesta expressio i es defineix el producte escalar
de dos vectors d@ = (aj,az) i b = (b1, b2) en una base ortonormal com

6-52@1-61—1—&2-62 .

Si es vol una definicié que no depengui de la base escollida, observem la igualtat () i obtenim
ay - by +ay - by = |d| - |b| - cosa.

Llavors, en ser la part dreta de la igualtat independent de la base, es defineix el producte
escalar de dos vectors a i b com

@-b=|al-|b-cosal. (2)

1.2 Modul d’un vector i angle entre vectors

e Si observem que ¥ - ¥ = |0] - |b] - cos 0° = |7]?, en resulta expressi6 segiient del modul en
funcié del producte escalar:

5] = +V7- 5.

Llavors, si treballem en una base ortonormal €7, €5 en que v = v1€] + v2€5, obtenim

|U] = +VU-T=+yv1 - 01 + 0209 = +1/07 + 03 .

Notacié: Escriurem 7 -9 = v'2.
e També tenim 'expressié del cosinus de I'angle o entre dos vectors @, b en funcié del pro-
ducte escalar, com es despren de la igualtat (2):

En una base ortonormal €7, €, en que @ = a1€; + az€s, b = b1€1 + b€y, obtenim 'expressié (I):
) b )

a- g - albl -+ CLQbQ
@l [b] /ot +a3- /b7 + 13

De tots els angles que tenen aquest cosinus, es considera que l'angle « entre els dos vectors
és I’angle positiu minim.

cos o =

1.3 Observacions

e Es comprova immediatament que una interpreta-

cié del producte escalar v - @, quan u = 1, és igual al 7 v
valor amb signe de la projecci6é perpendicular prz(v) a
de U sobre w. El signe és positiu si 'angle a que . —
. o - . . — > U
formen és menor que 90°; i negatiu en el cas contrari. pr.(V) pr.(v)

e Anomenem ortogonals dos vectors que tenen producte escalar igual a zero. Aixo inclou
dos casos:



— que els dos vectors siguin perpendiculars,
— que algun dels dos vectors sigui el vector 0.
e Anomenem base ortogonal, a una base €1, €5 tal que €1 - €5 = 0.

e Una base €}, €, és ortonormal si i només si é1-€; =0 1 €1-€; =¢é3-éy = 1.

1.4 Propietats del producte escalar

Les propietats que caracteritzen aquest producte, quasi totes de facil demostracié sén

i) @-b=b-a, Va,b. (simetria)

i) @ (b+d) =a-b+a-é Va,b,é (distributivitat)

i) (a-@)-b=a-(@-b)=a-(a-b), Va,d,b. (associativitat)
iv) @-d >0, Va. (definici6 positiva)

v) d-d=0<=a=0.

1.5 Producte escalar en una base no ortonormal

Cal observar que si dos vectors @ = a1€] + a6y = (ag, az), b = bi€y + baéy = (by,bs), estan
expressats en una base no ortonormal ’expressié en coordenades del seu producte escalar no
coincideix amb ay - by + ag - bs.

Exemple 1 Donada la base €, é, tal que |€1| = 2, |é5] =1 i 008(5 , o) = —% cercarem el
producte escalar @ - b dels vectors @ = a,&) + agéy = (al, a2) b = bi&) + by = (by,b2), 1 els

vectors ¥ = x11€1 + x2€5 perpendiculars al vector i = €] + €5.

=T
Sl
|

= (a1€1 + (1252) . (blgl + bggg) =
= a1bi(€1 - €1) + (ar1by + azb)(€1 - €2) + azba(és - €) =
= a1b1~2~2-1+(a1b2+agbl).2~1-(—§)+a262-1~1~1:

= 4&161 — %(albg + agbl) + agbg.

T-u=0 <— <$1€1+l‘2€2) . (€1+€2) =0<= 42, — %(.’L’l—i‘l@)—'—fl’g =0<=
<= Tx; 4 x5 = 0 <= els vectors cercats sén del tipus (¢, —7t), t € R —{0}.

O

Aix0 té conseqiiencies quan es vol calcular el modul d'un vector i 'angle de dos vectors.
Veiem-ho en una continuacié de ’exemple anterior.

Exemple 2 Calcul del modul d’un vector v = vi€] + v2€s, i de 'angle o de dos vectors
a = a1€1 + asey 1 b= bie] + o€y en la base €1, €y de I'exemple [



U] = +VT - T = ++/4v1v1 — 1(v1vg + vov1) + vovy = +\/4111 — VU9 + V3 .

—

a-b B 4(11b1 — 5(&1()2 + agbl) + ang
|Ei| . |g| \/4&% — aias + a% : \/4[)% — b1b2 + b% '

Cos o =

O

Exemple 3 Calcul del modul del vector ¥ = 3u — v, en qué U = €1 + 2€5, U = €] — €5 i
€1, €y és una base ortonormal.

— =
%v
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Sobre el grafic es veu que, si apliquem el teorema de Pitagoras, el modul és v/72 + 42 = /53,
Si no tinguéssim aquesta eina i haguéssim d’utilitzar l’eina del producte escalar podriem
resoldre aquesta qiiestio de dues maneres diferents.

e Primera resolucié: En la base no ortonormal , v.

1Z| = +VZ2=+/(Bi—10) - Bi—10)=+VIi2—6d-0+02%=

= +\/9|2_[|2COSO°—6|1_[|-|17|- I
u.

= +/9:5-1—6-(-1)+2-1=+V53

e Segona resolucié: En la base ortonormal €7, €5.
7 = +VI2=—+/(30—7) Bi—7)=
+v/(3(81 +283) — (61 — &) - (3(E1 +265) — (61 — &) = +1/ (261 + 765)2 =
VI = /53

1.6 Vectors perpendiculars en una base ortonormal

Estudiarem les relacions entre les coordenades de vectors perpendiculars quan estan expressats
en una base ortonormal. Sigui el vector @ = (uy,us) # 0, els vectors perpendiculars a @ sén
els vectors (z,y) # 0 tals que

(ug,u9) - (x,y) = 0.
Es a dir les seves coordenades z i y son les solucions no nul-les de 'equacié wuix + usy = 0.
Suposem que una coordenada diferent de 0 del vector 4 és u;. Llavors,

U U t
mr+uy =04+ x=— u—zy — (z,y) = (— —2t,t) = u—(—ug,ul) = A(—ug, uq).
1 1

Per tant, tots els vectors perpendiculars a (u1,us) sén del tipus A(—ug,u1), A € R — {0}.
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1.7 Vectors unitaris en una base ortonormal

Cercarem una expressio per als vectors de modul 1 —unitaris— que tenen la mateixa direccio
que un vector ¥ = (a,b) donat en una base ortonormal.” En ser de la mateixa direcci6 es
podra representar el vector unitari com A(a,b), i caldra trobar el valor de A.

1

Ma,b)|=1<= +V 22+ N2 =1<= MV + P =1<= = ——n01——.
Aa. )] a AVa Yo

Per tant, hi ha dos vectors unitaris en la direcci6 de (a, b):

a b i —a )
5 1 , .
(\/aQ—l—b2 i\/a2+b2) (\/a2+b2 j:\/a2+62)

Exemple 4 Calcul dels vectors perpendiculars i unitaris al vector @ = (3, —4).

Apliquem els dos resultats anteriors. Els vectors perpendiculars i unitaris al vector @ sén
4 3 _ 4 3
o i ——,—=.
55 57 5 O

2 Pla euclidia

Es tracta d’introduir una metrica en el pla afi per poder fer el tractament de problemes
que impliquin qiiestions de mesura de distancies, arees o angles. Ho podem fer utilitzant el
producte escalar de vectors.

2.1 Distancia entre dos punts

Calculem la distancia d(A, B) entre dos punts A1 B de la manera segiient

d(A, B) = |AB| = +\/ AB?|.

Concretament, si considerem un sistema de referencia {O; €}, €»} ortonormal en que tenim les
coordenades A(ay,as), B(by, bs) obtenim

d(A,B) = |AB| = +\/AB 2 = +/(b1 — a1, b2 — a2) = +/(b1 — a1)2 + (by — an)?.

Aquesta distancia rep el qualificatiu d’euclidiana i satisfa les propietats segiients:

i) d(A,B) >0, VA, B.

ii) d(A,B) =0<+= A=B.
iii) d(A, B) =d(B, A), YA, B.
iv) d(A,B) <d(A,C)+d(C,B), VA, B,C.

El pla afi dotat d’aquesta distancia rep el nom de pla euclidia.

LA partir d’ara, mentre no diem el contrari, treballarem amb bases ortonormals.



2.2 Rectes perpendiculars

Direm que dues rectes sén perpendiculars si i només si els seus vectors directors formen un
angle de 90°. Aixo0 equival a dir que el producte escalar dels seus vectors directors és zero.
Presentem dos criteris per al tractament d’aquesta qiiestié.

e La familia de rectes perpendiculars a una recta r : ax + by + ¢ = 0 esta formada per les
rectes d’equacio s, : —bxr+ay+ k=0, k€ R.

Efectivament, en ser (—b, a) vector director de la recta r, les rectes perpendiculars s tindran
(a,b) de vector director perque (—b,a)-(a,b) = —ba+ab = 0. Aixo implica que els coeficients
de les variables x, y sén qualssevol valors proporcionals a —b, a, en particular ells mateixos.

Exemple 5 Recta perpendicular a 2x — 5y + 4 = 0, que passa pel punt (1, 3).

Sera del tipus 5x + 2y + k = 0. Cal imposar que el punt (1,2) pertanyi a la recta. Es a dir,
5:-14+2-3+k=0= k= —11. Per tant, la recta té ’equacio

Sr+ 2y — 11 =0.
O
e Dues rectes v : y = mqx + by, 79 1y = maox + by, expressades en forma explicita son
perpendiculars si i només si my - mgy = —1.
Efectivament, en ser (1,m;) i (1,m2) vectors directors de les rectes ry, ro, aquestes seran
perpendiculars si i només si (1,mq) - (1,mg) = 0. Es a dir, si i només si 1+ mymg = 0, i aixd
és el que voliem demostrar.

Exemple 6 Recta perpendicular a la recta y = 3z + 2, que passa pel punt (1, —2).

El pendent m de la recta cercada satisfa m -3 = —1. Es a dir m = — L. Per tant, si utilitzem

I’equacié punt-pendent, la recta sera:

1

5.
1

y+2= —g(m—l) que es pot presentar com x — 3y —5=10

2.3 Distancia d’un punt a una recta

La distancia d(P,r) entre un punt P i una recta r es defineix com la minima distancia entre
el punt P i els punts X de la recta r. El punt H de la recta que determina la distancia
minima fins a P s’obté sobre la interseccié de la recta t perpendicular a r que passa per
P. Efectivament, si 4 és un vector unitari i perpendicular a la direccié de r, X € r i

a = angle (1, PX ), tenim que d(P, H) és minima entre totes les d(P, X') perque

|W|2‘|ﬁ|-cosa’:‘ﬁ-ﬁ
pra(PX) | = |PH | = d(P, H).

d(P, X)

Llavors,

A(P,r) = d(P,H) = |PX -




Aixi, si treballem en una referéncia ortonormal en que els punts tenen coordenades X (z,y),
P(p1,p2), larecta r té equacié ax + by +c = 0, i el vector @ és unitari i perpendicular al vector

a
, , obtenim
Va2 + b2 \/a2+b2>

director (—b,a) de r i, per tant, de coordenades @ (

a b
d(P,r) = (m—Ph?J_m)'(\/a2+b2’\/a2+b2)’:

laz + by — ap; — bps| _ | —c—apy — bpy|

O sigui que,

_ \apl + bpg + C|

W=

(3)

Exemple 7 Calcul de les equacions de les rectes que passen pel punt (1,8) i es troben a
distancia 4 de I'origen de coordenades.

Cercarem les rectes entre les que es poden presentar com r : x + by + ¢ = 0, és a dir entre les
no paral-leles a 'eix d’abscisses. Si en surten dues haurem acabat. En el cas contrari haurem
de buscar la segona entre les que tenen 'equacié del tipus y = k.

En primer lloc, (1,8) € r =14+ 8b+¢=0= ¢ = —1 — 8b. Per tant,

=— 16 + 160> = 1 + 16b + 64b*> —

|| |1+ 8b]
4=d((0,0),r) = 4=——==—14=
(( ) ) 1+ 02 V1+ b2

5
—8++/64+ 72 842 >
— 480> +16b—15=0= b= 8 64+720 -8 8:< 12
48 3

T

48

8-5 52 8-3
avors, ¢ 8 2 15’ o bé, ¢ 8 + 1 5)
Per tant, les rectes cercades son

122 + 5y — 52 = 0, 4r — 3y +20 = 0.

2.3.1 Procediment alternatiu per al calcul de la distancia

Si definim rectes perpendiculars com aquelles que tenen vectors directors ortogonals, podem
establir la igualtat (B) amb un altre procediment. Amb la notacié del grafic de més amunt,
si tenim en compte que d(P,r) = d(P, H) s’actuaria aixi:

— Es troba la recta perpendicular a r que passa per P.

— Es troba la interseccié H d’aquesta recta perpendicular amb la recta r.

— Es calcula d(P, H).



2.3.2 Aplicacié al calcul de I’area d’un triangle

Sigui el triangle de vertexs A(aq,az), B(b1,b2), C(c1,c2). Volem aplicar la igualtat (B) al
calcul de la seva area. Considerem la base AB i 'altura determinada per la perpendicular a
la recta r suport del segment AB que passa per C. L’equacié de la recta r es pot presentar
en les formes

T—ay  y—ap

T b —a; :bQ—CLQ — (hy—ax)(x—a)=(b—a)(y — az) <=

g (bQ — CLQ)SL’ — (bl — al)y + b1a2 — b2a1 =0.
Llavors, I'area del triangle sera
1
area (AABC) = 3 d(C,r)-d(A,B) =

‘(52 —ag)cy — (b —ar)ca + bras — b2a1’
\/(bg — a2)2 + (b1 — a1)2
‘(bg — CLQ)Cl — (bl — a1)02 -+ blCLg — b2a1

V(b — a2)? + (b — a1)? =

N~ N~

Aix0 se sol presentar de maneres més facils de recordar. Per exemple,

1
area(AABC’) = 5 (ale—ale)—(alcg—a201)+(b102—b201) =
1 aq b1 a1 C bl C1 1 1 1 1
= 3 - =3 ap by o )
2 az by az Co by e 2
a9 b2 Co

on podem observar que operant les diagonals de manera adequada obtenim 1’area.

Exemple 8 Calcul de I'area del triangle de vertexs A(—1,3), B(2,—-3), C(4,2).

(3—6)— (=2 — 12) + (4 + 12) :%.

(NG N
N | —

1
area (AABC) = 5 -

U S
W N

2.3.3 Aplicacié al calcul de la distancia entre rectes paral-leles

La distancia entre dues rectes paral-leles r, s, es defineix com la minima de les distancies
d(P,Q),enque Per i @ € s. Es de facil demostracié que aquesta distancia s’obté amb el
calcul de la distancia d’un punt qualsevol de r a la recta s.

r:rz+2y+1=0

Exemple 9 Calcul de la distancia entre les rectes { s T +2+5=0.



Aquestes rectes son paral-leles perqué comparteixen el vector director (—2,1). Per tant, en
ser P(—1,0) un punt de la recta r, podem establir que:

|—14+2-0+5] |5—1] 4
d(r,s) =d(P,s) = = =,
(r8) = d(Ps) V12422 VI2+22 /5

O

r:ar+by+c=0 },llavors

Des d’aquest exemple intuim que si, en general, les rectes son { s art+by+d=0

c—d|

Aixo és cert en general. Per demostrar-ho quan a # 0, —el cas a = 0 és immediat—, només
cal considerar el punt P (— < 0) € r i calcular

d(r,s) =

|a-(—§)+b-0+d{ e —d]

d(r,s) =d(P,s) = N Nk

2.4 Angle de dues rectes

Les parelles de vectors directors que es poden considerar sobre dues rectes determinen dos
angles suplementaris. Definim 1’angle de dues rectes com l'angle o més petit dels dos angles
que formen els seus vectors directors. Per tant, sempre sera un angle entre 0° i 90°.2 Per
establir una férmula que proporcioni directament ’angle s’ha de tenir en compte que quan
es considera una parella de vectors directors, —un de cada recta—, aquests poden formar
I’angle o desitjat o el seu suplementari 180° — a. Els cosinus d’aquests dos angles son iguals
en valor absolut i difereixen en el signe, —excepte quan a = 90° que valen zero—. L’angle «
que cerquem és el que té el cosinus positiu. Per tant, si @ i ¥ sén vectors directors de les dues
rectes. llavors 'angle o que formen les rectes satisfa

Qv i -

cosa = és a dir, |a = arccos

[l - |9] jal - |9 |

Exemple 10 Calcul de I'angle de les rectesy =3x —1 i y=2x+ 2.
Els vectors directors sén (1,3) i (1,2). Per tant,

(1,3)-(1,2)

= 8°7'48.37".
VI2 4+ 32y12 + 22

. = arccos — arccos

7
5v/2
O

Exemple 11 Calcul de les equacions de les rectes que passen pel punt (1,—1) i formen amb

la recta x + 2y — 4 = 0 un angle o tal que cosa = — .

V5

2Amb aquest plantejament es considera que dues rectes paral-leles formen un angle de 0°.




El vector director de les rectes que busquem es pot escriure (1, \), si no és paral-lela a 1'eix
d’ordenades. En aquest cas tenim

1 LA)-(—2,1 1 -2+

Il (7)( 7) = — =1 = "7 ’ +| 14+ M2 = ‘)\_2’:>

B Vire AT T VB Vizeas

3
— 1+)\2:)\2—4)\+4:/\:Z.

Llavors, el vector (1, 3) o també el vector (4, 3) és vector director d’una de les rectes buscades.
No oblidem que pot existir una altra recta, paral-lela a 1’eix d’ordenades, amb la propietat
proposada. De fet, la nostra intuicié geometrica diu que hi ha d’haver dues rectes que formin
I’angle demanat amb la recta donada i només n’hem trobat una. Tot apunta a que existeix
una altra soluci6 que tindra vector director (0,1). Efectivament,

(—2,1) 1
\/W \/F WV
z—1 y+1 r—1 y+1

yésadir, 3 —4y—7=0 o z=1.

O
A la seccié 22 hem estudiat la relacié entre els pendents my, mo de dues rectes perpendiculars.
En general, es pot demostrar que una férmula per cercar ’angle o de dues rectes en funcié dels
seus pendents mq, mo quan aquestes no séon perpendiculars ni paral-leles a 1’eix d’ordenades
és

Per tant, les rectes son 0
’ 4 3 0 1

mip — Mg

(4)

o = arctan

1+ mimeo

La demostracié queda com un exercici. Una indicacié per a la resolucio és recordar que els
pendent d’una recta coincideix amb el valor de la tangent trigonometrica de I’angle que forma
amb la direccié positiva de I'eix d’abscisses. Aix0, juntament amb la igualtat trigonometrica

tan o — tan asy

tan(a; — ag) = ,
(on 2) 1+ tan oy tan o

ens dura a la férmula (@).

Exemple 12 Resolucié de I ’exemp]e (1) mitjangant la formula (@).

El pendent de la recta donada és <. A més cosa = \}5 —> tana = 2. Si anomenem m el
pendent de les rectes cercades tenlm

2m+1=4—-2m
2 1
m+ =42 = o bé :>m:§.

—m 9m 4 1= —4+2m 4

1
‘m+2

3

D’aqui en resulta la recta y +1 = % (x—1). Es a dir, 3z — 4y — 7 = 0, la qual coincideix amb
la recta trobada abans. Per trobar la solucié que falta hem d’actuar de la manera que hem
fet abans, perque les rectes paral-leles a 1’eix d’ordenades no permeten el tractament amb
pendents en ser infinits. O
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2.5 Bisectriu de angle determinat per dues rectes

Considerem el lloc geometric dels punts tals que les seves distancies a les dues rectes sén
iguals. En resulten dues rectes perpendiculars que coincideixen amb les bisectrius dels dos
angles que formen les dues rectes.® Si tenim les dues rectes

ri: ax+biy+cer =0 1 ro: agxr+ by +co =0,
cerquem doncs el lloc geometric dels punts P(x,y) tals que d(P,r) = d(P,r2). En resulta

larx + by + c1|  Jagr + by + ¢
Vai+v? NCEI

d’on surten les dues rectes perpendiculars

ar+biy+te  artby+ce . ar+bhyta __a2$+b2y+C2

Exemple 13 Calcul de les bisectrius de les rectes x =2 i 3x +4y —5=0.
9 3r+4y —5 5r —10=3xr+4y —5 2 —4y —5=10

T /3242 bx —10=—-3x —4y +5 8xr + 4y — 15 =0.

Observem que les rectes bisectrius trobades tenen vectors directors (4,2) i (4, —8). El seu

producte escalar és (4,2) - (4,—8) =4-4—2-8 = 0. Per tant, tal com haviem anunciat, sén
perpendiculars. O

3Es de demostracié immediata que les rectes que en resulten parteixen els angles de les dues rectes en dues
parts iguals.
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