IES Pons d’Icart
MATEMATIQUES — 2N BAT A 24/IV /2003
Algebra — Recuperacié 4+343

ar + y + z =1
1. Discutiu i resoleu el sistema dr + ay + 2z2=a
dr + 2y + az=a.

Discussié i resolucio pel metode de Gauss:

Treballem amb la matriu A del sistema i la matriu A|B ampliada. En primer lloc, permutem
la la. i 3a. files per aconseguir un pivot en el lloc a;; # 0. Si apliquem el metode de Gauss,
obtenim els sistemes equivalents seglients:

1
A p—
a—2 B B

Fo—F —Iy ﬁFgg—)Fg,

2 ala 4F3—aF1——F3 4 2 a a (a7£2)
4 a 2|a — 0 a—2 2-—a 0 —
a 1 1|1 0 4—2a 4—a®|4—ad°

4 2 a a 4 2 a a

F3—2F — F:
— (o[ -1 o e (o1 -1 0
0 2 24a|2+a 0 0 a+4|a+2
Llavors, si observem que a + 4 = 0 <= a = —4, obtenim els casos seglients:

o a#2 i a#—4
Les matrius A i A|B sén esglaonades de 3 files perque a + 4 # 0.
Per tant, r(A) = r(A|B) = 3 =nombre d’incognites.
Consegiientment el sistema és compatible determinat.

:

4 2 —4|—-4
El sistema és equivalenta [ 0 1 —1| 0 | i, per tant, r(A) =2 # 3 =r(A|B).
00 O0f-2

Consegiientment el sistema és incompatible.

e [a=2]
4 2 2|2

El sistema és equivalent a [ -6—0—0-6—| i, per tant, r(A) =1 = r(A|B).
0—0—0-0-
Consegilientment el sistema és compatible indeterminat amb grau d’indeterminacié 2.

e Solucié quan a = 2:

Tenim el sistema equivalent( 211 ‘ 1 ), en que considerem x = A € R, y = pu € R.
Llavors,

’x:/\, y=p, z=1—2\—pul.




e Solucié quan a #2 i a# —4:

a+?2
a-+4
a+2

y= 1 2 2
Cll+4 ésadir, |x=-— @t ot .

a+2 a+2 ’ a+4
xzz<a— a—|—4_aa—|—4> -
1
_a+4 )

Discussié i resoluciéo mitjancant ’aplicacié de la teoria de determinants:

a 1 1
4 a 2|=d"-12a+16 = (a —2)*(a +4).
4 2 a

En ser el rang igual a l'ordre del major menor no nul, es presenten els casos:

e a#20a# -4 r(A)=3=r(A|B).

o a=2 = r(A)=r(211)=1ir(AB)=r(2111) =1.
I 411

o a=—4 —r(A)=r =2ienser| 4 —4 —4|=-7T2#0,
4 4 2 —4

obtenim r(A|B) = 3.

De tot aix0 en resulta la mateixa discussio que la feta abans. Passem a la resolucié:

o a=2
’x:oz, y =0, 2:1—204—6.‘
e a#2 i a#—4
1 11
a a 2
B a 2 a  —ad*44da—4 (a—2)* 1
T (@—22a+4) @-22%a+4) (a—22a+4) a+4d’
a 1 1
4 a
_ 4 a a a®—2a*—4a+8  (a—2)*(a+2) a+2
Y7 w—220+4) (a—-22a+4)  (@-22(at+td) a+4d’
a 1 1
4 a a
L 42 a|  a-2"-4a+8  (a—2)%*a+2) a+2

(a—1)%(a+4) (a—2)%(a+4) (a—2)%(a+4) a+4



r 2 2 2
2. Sigui el determinant D(z) = ; 525 025 ;
2 2 2 =z

Trobeu el seu valor, expresseu-lo descompost en factors primers i estudieu-ne el signe de
manera raonada.

T 2 2 2 T 2 2 2
D) 20 L 0 22—4 20 —4 20 —4| (x—2°|0 z+2 2 2 |
YT 30 20—4 22—4 20—4| 3 |0 2 z+2 2 |
0 20—4 20 —4 22—14 0 2 2 x+2
2 2 2
_23 x -+ _23
= Mw 2 x+4+2 2 :Mx(x?’%—(ix?): (x —2)*(z +6)|.
v 2 2 z+2 v
F4—F3—>F4
e Resolucié més rapida: Fem (1): Fy + Fo+ F3+ F, — Fy 1 (2): F—F — F,
FQ—F1—>F1.
r+6 z+6 x+6 x+6 x4+ 6 0 0 0
€)) 2 x 2 2 2 2 xr—2 0 0 .  o\3
D@=\ 5 9 4 2 |T| 2 0 a-2 o |TEtOE-2
2 2 2 T 2 0 0 z—2

e Signe: Es pot estudiar a partir dels grafics de les rectes y = v+ 61y = x — 2, o bé
algebraicament, la qual cosa farem a continuacié:

D(z)>0 <= (x+6>0iz-3>00(x+6<0iz—-3<0) <=

<— r>30x<—-6<=|r€]—00,—6[U]3,+00]|.

D(z)<0 <= (x+6>0i2z-3<0)o(x+6<0iz—3>0) <=

<— 1+6>0ix—-3<0<=|z€]-6,3]|
D(x)=0 <= |z=—6, z=3]|

3. Siguin els vectors de R*,

e =(1,2,3,0)
€y =(—2,1,0,4)
_’3 = (375a17_1>

a) Proveu que sén linealment independents i raoneu quin és el rang de la matriu que els té
per files.

b) Cerqueu una combinaci lineal de €7, €5 i €3, que generi el vector & = (4,10, —6, 1).

a) Que els tres vectors siguin linealment independents, és equivalent a que el rang de la matriu
A que els té per files és 3. Aixo és aixi perque el rang d’una matriu és igual al maxim nombre



de files linealment independents. Aquest rang es pot calcular, entre d’altres maneres, cercant
I'ordre del major menor no nul. Llavors, que A tingui tres files vol dir que r(A) < 3, i

0
4 :55#O:>T(A):3:>€1,€2,€31 i
-1

Tt =N
_— O W

e Resolucié alternativa, a partir de la definicio:

S’ha de veure que si es té una combinacio lineal igual al vector 0 llavors, els coeficients de la
combinaci6 han de ser forcosament iguals a 0. Es a dir,

A(1,2,3,0) + Aa(—2,1,0,4) + A3(3,5,1,—1) = (0,0,0,0) = A1 = Ao = A3 = 0.

En fer la combinacio lineal igual a 0, tenim el sistema d’equacions en \; que té per matrius:

1 -2 310 F—2F—F 1 -2 3o 5F3—6F,— Fj
2 1 510 F3—3F——F} 0 5 —110 5Fy—4F,—F}
30 10 — 0 6 —8|0 —
0 4 —1]0 0 4 —10
1 -2 3]0 1 -2 3]0
0 5 —1]0 | sr+rp—rn [0 5 —1]0
= 1o o0 -34l0 = 0 0 —34|0
0 0 —1]0

Els vectors son independents, perque aquest sistema homogeni és compatible determinat i la
seva unica solucié és Ay = Ay = A3 = 0.

b) S’han de trobar «, 3,7 € R tals que
(4,10, —6,1) = a(1,2,3,0) + B(—2,1,0,4) + 7(3,5, 1, —1).

S’obté el sistema d’equacions que té per matrius:

1 -2 3| 4 Fo—2F —— P 1 -2 3 4 5F3—6F,— Fj
2 1 5|10 | msr—nm [0 5 —1| 2| sEan—n
3 0 1|-6 At 0 6 —8|—18 =
0 4 —1| 1 0 4 —1| 1

1 -2 3 4

0 5 -1 2 —34Fy+F3——Fy
= o o0 —34|-102 =

0 0 —1| -3

Aquest és un sistema compatible de rang 3, en que

102 2+3
7= , B = et +

Per tant, ¥ és combinacié lineal de €1, €5 i €3, 1 s’expressa:

&= =381 + & + 363




