IES Pons d’Icart
MATEMATIQUES — 2N BAT A 3/IV/2003
Algebra — Il 4+1.5+1+2+1.5

r + ay + z=4
1. Discutiu i resoleu el sistema r + 3y + z2=5
ar + y + z=4

Discussié i resolucié pel metode de Gauss:

Treballem amb la matriu A del sistema i la matriu A|B ampliada. Si apliquem el metode de
Gauss pivotant sobre els coeficients emmarcats obtenim els sistemes equivalents segiients:

1 4 Fo—F —Fy 1 1 4 (3—a)F3—(1—a2)F2—>F3
a Fs—aFy —F. a (a#3)
13 1|5 = 0 1 <
a 1 114 0 1—a®> 1—a|4—4a
1 a 1 4
<= 0 3—a 0 1
0 0 a®>—4a+3|5a%>—16a+ 11

Llavors, si observem que a?> —4a +3 = 0 <= a = 1 0 a = 3, obtenim els casos d’estudi
segiients:

o |a#1 i a#3|
Les matrius A i A|B sén esglaonades de 3 files perque a® —4a +3 #0ia— 3 # 0.
Per tant, r(A) = r(A|B) = 3 =nombre d’incognites.
Consegiientment el sistema és compatible determinat.

.

1 3 1] 4
El sistema és equivalenta [ 0 —8 —2| -8 |,ir(A) =2+#3=r(A|B).
0O 0 0| 1

Consegiientment el sistema és incompatible.

.

1 1 1|4
El sistema és equivalent a | 0 2 0|1

,ir(A) =2=r(A|B).

Consegilientment el sistema és compatible indeterminat.

e Soluci6é quan a = 1:

Tenim el sistema ((1) ; (1)11), en que considerem z = A € R. Llavors,
1
¥y=35 7 1
2 , ésadir, l[r==—-)\ y==, z=A|
17 2 2
r=4—-A—=-—===A



e Solucib quana#1 i a#3:
Enser,a? —4a+3=(a—1)(a—3) i 5a* —16a+ 11 = (a — 1)(5a — 11), tenim

(a—1)(ba—11) ba—11
Z: g
(a—1)(a—3) a—3
1 és adir, |z = 1 _ z—5a_11
y:S_a 9 9 _3_a7y_3_a7 - Cl—3 .
5a — 11 a 1
x=4- — =
a—3 3—a 3—a /

Discussié i resolucié mitjangcant ’aplicacié de la teoria de determinants:

M = il)) 1 ‘ =2# 0 <= r(A) > 2. El valor del menor que resulta d’orlar M ens permetra
determinar r(A):

1 a1

13 1|=d"—4a+3.

a 1 1

Conseglientment, es presenten els casos:

e a*—4da+3=0<=a=30a=1<+=r(A) =2
o a*—4da+3#4£0<=a#3ia#1 < r(A)=3=r(A|B).

Comparem els rangs en els diferents casos:

e a = 3: Per trobar r(A|B), calculem 'orla

31 4
31 5 |=1245+412-4-12—-15=-2#0<=r(A|B)=3#2=r(A).
11 4

e a = 1: L’orla del menor indicat que queda per calcular és
11 4
3 1 5| =0 (hem observat la igualtat de la la i 3a fila.)<= r(A|B) = r(A) = 2.
11 4

De tot aix0 en resulta la mateixa discussié que pel metode de Gauss feta abans. Per a la
resolucié, si utilitzem la regla de Cramer, (en el cas indeterminat un cop establert z = \),
obtenim:

o a=1: .
5—X 3
4—X 1 7T—2\
xr = = Y
2 2
z=A 1 5=AX
r + 3y=5-—2X\ = 14—\ 1
T+ oy =4-—\ y=—"9  ~ 3
z =\




e a#lia#3:

_5a*—16a+11  (5a—11)(a—1) 5Sa—11
(a—1)(a-3) (a—1)(a—3) (a—1)(a—3) a-3

2. FEnuncieu el teorema de Rouché i utilitzeu-lo per discutir el sistema seglient

a1 T + bly = C ay bl C1
Ao + bgy = Co en QUé as b2 Co 7é 0.
azx + bsy = c3 az by c3

Sigui un sistema d’equacions lineals amb n incognites. Si 7(A) és el rang de la matriu del
sistema i 7(A|B) el rang de la matriu ampliada, es compleix

r(A) =r(A|B) <= el sistema és compatible.

Aquest teorema es pot aplicar, si anomenem r = r(A) = r(A|B), a la discussi6 de sistemes
tenint en compte que

r < n <= sistema compatible indeterminat.
r = n <= sistema compatible determinat.

En el nostre problema det(A|B) # 0 <= r(A|B) = 3. A més, en tenir la matriu A del sistema
dues columnes, resulta r(A) < 2. Per tant r(A) # r(A|B) i el sistema és incompatible.

aq bl (&1 c1+cy ay+ as b1 + bg
3. Si|ay by ¢y | =2, calculen —C3 —as —bs
az by c3 dcy 5aq 5b,
c1+co ap+ as bl + bQ ) Co [¢5) bg @) Co Q9 bg
—C3 —as —b3 = —C3 —dsg —bg = (—5) C3 das bg =
501 5(11 5b1 501 5@1 5b1 C1 a1 bl
ar by o



(1): Fy — 1Fy — F.

(2): Si existeix un factor comu en una fila es pot treure com a factor fora del determinant.
3): Hem fet dos intercanvis de files i dos de columnes. En total cal fer 4 canvis de signe, és
a dir que multipliquem per (—1)%.

4. Siguin els vectors
’171 = (a,l,l), 172 = (O,l,a) 1 173 = (2,@, 1)

a) Per a quins valors de a € R, son linealment dependents?

b) Per a quins valors de a, es compleix det (v, v, U3) # 07

a 1 1
a) U1, U, U3 linealment dependents <= | 0 1 a | = —a®>+3a —2 = 0.
2 a1
Apliquem la regla de Ruffini per trobar aquestes arrels:
-1 0 3 -2
1 1 -1 2
-1 -1 2 0 ;= ’Per aa=1 o a= —2, son linealment dependents.
1 -1 -2
-1 -2 0

b) det(ty, Uy, Us) # 0 <= —a® +3a—2#0<=|a#1 i a# 2|

5. Sigui la matriu A = ( bl ), calculeu A= i A0

1 -1

Utilitzem el metode de resoldre plegats dos sistemes d’equacions, de rang 2 i determinats, per
Gauss:

i 110 o 1 110 @ -2 0/-1-1 @ 103 ;
1 -1/01 7 0 [=2]|-11 0 —2|-1 1 o 1|1 1

(1): B, — F — F. 11

(2): —2Fy, — Fy — F. Per tant, | A™' = | 2 2

B): iR — R i i, — P %%

o (1 1\[(1 1\ (20

= (o) a)=(0s)

4 2.2 242 20 20 o 220

A—A‘JA_@2NOJ_Q2Q
Conjectura: A = ( 200 )

n=1: Hem provat més amunt que és cert

2" 0 20 2ntl o
. 2(n+1) 2n A2



25 0 32 0
10 _ A25 _ —
Per tant, A" = A _(O 25)—(0 32).

a11 a2 aiz aig Aais
21 (22 A23 A4 Q25
6. Sigui la matriu A = | a3; azs asz ass ass |. Raoneu,
A41 Q42 (43 A44 Q45
as1 G52 (As53 As4 (55

a) Quina és la relacié entre det(A) i det(k - A), en que k € R — {0}?

.| a1 a2 .y \ .
b) Si # 0, quin és el nombre maxim de menors d’ordre 3 que cal calcular per
Qg1 G22

tal de saber si r(A) > 27

c) En el calcul de det(A), quants productes de cinc coeficients s’han de calcular i quin és el
signe de la permutacié de subindexs corresponent al producte agaszassai4as2?

a) En multiplicar per k la matriu A, cada fila queda multiplicada per k. Llavors, en el
determinant det(k - A), es pot treure per cada fila, un factor k. En resulta

det(k - A) = k° - det(A) |.

b) L’estudi de l'existencia d’un menor d’ordre 3 diferent de zero entre els resulten d’orlar el
menor d’ordre 2 donat, determina el rang. Disposem de les columnes 3,4 1 5, i les files 3, 4 i
5 per orlar el menor d’ordre 2. Per tant, cal construir un maxim de |3 -3 = 9 menors].

c) S’han de calcular tants productes com permutacions es poden fer entre els subindexs
1,2,3,4,5. Per fer-ne el recompte només cal construir un arbre de possibilitats en la construccio
de les permutacions. Aquest presenta 5 possibilitats per a la primera xifra, 4 per a la segona, 3
per a la tercera, 2 per a la quarta, i 1 per a la cinquena. En total ’ 5-4-3-2-1=120 productes ‘

Per calcular el signe fem el recompte del nombre d’inversions en la permutacio dels subindexs
de les columnes, un cop ordenat el producte segons els subindexs de les files:

3123045014052 = A14A23031A45052.-

Inversions: 43,41,42,31,32,52. En total n’hi han 6, per tant |signe = (—1)® = +1/.




