IES Pons d’Icart
MATEMATIQUES — 2N BAT A 15/V /2003
Geometria afi i métrica

1. Sabem que els tres plans

T T+ Yy — az=—2
me: 22 + y — 8z=-—1
w3 —r — 2y + 10z = 5,

tenen, com a minim, dos punts en comu. Trobeu les equacions parametriques del lloc
geometric d’aquests punts i descriviu quin tipus d’objecte geometric és.

Aquest sistema ha de tenir més d’una solucié. Per tant, ha de ser compatible indeter-
minat, la qual cosa implica que r(A) < 3. Es a dir,

1 1 —a
r(A) < 3<=0= 2 1 8|=10+844a—a—16—-20=3a — 18 <= a = 6.
-1 -2 10

A més, per a a =6, r(A|B) = 2 perque

11 1 1 -2
=—-1#0 1 2 1 -1|=5+1+8-2-10-2=0.
21 -1 -2 5

Consegiientment, les equacions parametriques del lloc s’obtenen de la resolucié del sis-

tema:
T o + oy — b6z2=-2 PN 11 —6]-2 — 1 1 —6]-2
M2 + y — 8z=-1 2 1 =8|—-1 0 -1 4| 3

Considerem z = A € R. Llavors,

y = 3= v =142\
—1 Césadir, | y=—3+4)
3 — 4\ _
T =—2+6\— Z2=A

-1
El lloc geomeétric és una recta que passa pel punt de coordenades (1,—3,0) i
té vector director (2,4,1).



2. Considereu la recta r i el pla 7 segiients:

=1l—-«o
9 x
r:x—lzizz—i_ g y=—2+4+ 3«
-3 5 _
z =\

Trobeu les equacions implicites de la recta i el pla.

Q

Comproveu que soén paral-lels.

Trobeu la distancia entre la recta i el pla.

(@]

o
~— ~— ~— ~—

o,

Trobeu I'equacio6 implicita dels dos plans que contenen la recta r i formen un angle

V85
W = arccos (3—4) ~ 74°15'59.44" , amb el pla .

a) Recta r: Igualem la primera fraccié amb la segona, i la primera amb la tercera.
Obtenim el sistema de rang 2, és a dir les equacions implicites de la recta

|l bx—z2z=7

T_{3x+y:3

Pla 7: Eliminem el parametre « i, en ser la z lliure, obtenim

1—m:a:yT+2<:>’7T: 3x+y—1:0‘.

b) Observem que no hi ha cap punt (1 4+ X\, =3\, =2 + 5\) € r que pertanyi al pla 7:
314+A)—=3A—-1=3+31-31A—-1=3-1=2#0.

Per tant, r i m sén paral-lels.

c¢) En ser r i 7 paral-lels i el punt P(1,0,—2) € r, es compleix

B1+o-1 | 2
V3Z+124+02  [V10|

d) Els plans cercats es troben entre els del feix de plans que contenen r. Si utilitzem les
equacions implicites de r del primer apartat, es troben entre els plans:

d(r,7) =d(P,7)

3r+y—3+00br—2z—-T7)=0 0 br —z—T7=0.

Busquem entre els primers. Aquests tenen el vector perpendicular (3 + 54,1, —/).

Aquest vector ha de formar un angle w = arccos (%) amb el vector (3,1,0) per-



pendicular al pla 7. Per tant, obtenim les equacions equivalents segiients:

(3+53,1,—8) - (3,1,0) V85 10+ 153 5
ey = <:>
VEB+56)2+ 124 (—6)2- V33 + 124 02 34 V2662 + 308 + 10| V34
<= 2667+ 308+ 10 = 34(2 + 30)? <= 1403° + 1898 + 63 = 0 —

3
—27T+729-720 —27+3 —F
2032 + 2 = — _ _ 5
= 0B +21F4+9=0 [ - m < >
-7

Finalment, els dos plans cercats sén
3 . 3
3:17—|—y—3—g(5x—z—7):0 i 3:B+y—3—1(5x—z—7):0.

I, si eliminem els denominadors, en resulten

5y+3:46=0 i 3r—4y—32—-9=0]

Es immediat comprovar que l'altre pla 5z — 2z — 7 = 0 del feix no és solucié perque

(5,0,—1)-(3,1,0) 15 7A\/%
V024 (—1)2- V312402 V26-v10 7 34

3. Donats els punts A(1,1,0), B(2,3,1), C(—1,0,2) i D(4,2,5), trobeu:
a) L’equacié implicita del pla 7 que conté A, B i C.
b) El punt simetric del punt D respecte del pla 7 trobat en el primer apartat.

c) La distancia entre la recta que conté el segment AB i la recta que conté el segment
CD.

— —
a) El pla 7 té vectors directors AB (1,2,1) i AC (—2,—1,2). Per tant, els punts
X(z,y, z) del pla 7 satisfan det(AX ,AB , AC ) = 0. Es a dir,

r—1 1 =2
y—1 2 =1 |=0<=5—1)—4@y—1)+32=0<= |z —4y+32—1=0|.
z—0 1 2

b) En primer lloc cercarem la recta ¢ perpendicular al pla 7, pel punt D. En segon lloc

calcularem les coordenades de M = t N 7. Finalment, trobarem el punt D' = D+2DM
simetric de D respecte del pla 7.

r =4+ 5\
t: y=2—4\
z="5-+3\

e Recta t: El seu vector director és el vector (5, —4,3) perpendi-
cular al pla m. Per tant té les equacions parametriques:



e El punt M ve determinat per A € R tal que

13
5(4—|—5)\)—4(2—4/\)+3(5+3)\)—1:0<:>26+50/\:0<:>)\:—%.
13 52 39 7 102 86
igui M = =(4——24+—=—5——)=|=-,—,—|.
O sigui que tNm ( 5 +25,5 25) (5, 25,25)
e Finalment, el punt simetric D’ de D respecte del pla 7 és:
14 204 172 6 154 47
D'=D+2M—-D)=2M—-D=——4,——-2,— 5] =||—=, —, == | |
5 25 25 5725 725

¢) Les rectes AB i C'D s’encreuen perque

15 -2
det(AB,CD ,AC)=|2 2 -1
13 2

=4-5-1244-20+3=-26#0.

Llavors, podem trobar la distancia entre les rectes calculant el valor absolut de la pro-

—
jecci6 del vector AC' sobre el vector unitari i perpendicular

Per tant, hem de fer el calcul,

AB xCD
LT
|AB xCD |

a les dues rectes.

—_— —
AB xCD  —— det(AB,CD , AC)| | — 26|
f::;——zzg—aAC7 = P — = - -
|AB x CD | |AB x CD | €1 € €3
modul 1 2 1
5 2 3
- 26 2% [13
Bl 5 112 11 112 |1 217 VI6+4+64 [V21]
'2 3 *‘5 3 *‘ 2




