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MATEMATIQUES — 2N BAT 14/X1/2005
Nombres reals i funcions — |l 1+(1.54+05+1)+15+2+(1+0.5+1)
:r722
r4+e@ p<l
1. Considereu la funci6 f(z) = Trobeu el valor A € R tal que f és
Ax+5 , x> 1.
continua en x = 1.

Haurem d’imposar la condici6 de continuitat:  lim f(z) = f(1).

z—1
-1
lir?_ flx) = 1+e0" =14+e>*=140=1 f continua en z = 1 equival a
o 1=A+5,
Ilif{{rf(iﬂ) = A 1+5=A45 - és a dir,

F1) = A+5

2. Sigui la funcié f(x) = 623 — 1222 — 3.
a) Estudieu-ne la monotonia i la concavitat.
b) Calculeu xgrfoo flz) i IE{HOO f(z), indicant en el primer cas de quina manera resoleu la
indeterminacié co — oo.

¢) Enuncieu el teorema de Bolzano i trobeu els talls del grafic de f amb l'eix OX amb el seu
ajut.

a) Calculem les funcions f'i f” i estudiem el seu signe graficament, per tal d’establir els intervals
de monotonia i concavitat.

f'(x) = 182% — 24z = 6(32% — 4z) = 62(3x — 4), f"(x) = 36z — 24 = 12(3x — 2).

fx)=0<=2=0 o :L‘:%, f”(:}c‘):0<:>x:§.
0 4/3 32%4x 2/3 3x-2

fl(x) ® o ® [ (@) o °

@ A . | f@)| M U

Conclusions:

e [ presenta un maxim local en z = 0 de valor f(0)
f (%) = - % i un punt d’inflexi6 en x = % de valor f (

—3, un minim local en x = % de valor

)=-3%.

wWro

e f és monotona creixent a (—oo,0) U (%, +oo).
e f és monotona decreixent a (O, %)

e [ és concava avall en (—oo, %)

e f és concava amunt en (% , —l—oo).




b) lim f(z) =400 — 00— 3 = (00 — 00) = Indeterminat. Considerem el factor z?:

r——+00
2
lim f(z) = hmx( - - ) +00(6 — 0 —0) = 400 - 6 =[F00].

T——+400 T——+00

lim f(x) = —00 — (+00) =3 = —00 — 0o =[—o0|.
¢) Enunciat del teorema de Bolzano:

f continua en [a,b]
fla)- f(b) <0

Per I'estudi de la monotonia fet a 'apartat (a) sabem que f(z) < f(0) = =3 <0, Vz € (—o0, 3)
i, per tant, no hi ha cap tall en aquest interval. A partir de x = %, pel teorema de Bolzano, hi
ha algun tall perque la funcié és continua i passa de tenir valors negatius a tenir valors positius
(recordem que $1—1>r-il:loo f(z) = 4+00). A més, no hi pot haver més d'un punt de tall perque en ser

} — existeix a € (a,b) tal que f(a) = 0.

derivable, entre els dos talls hi hauria d’haver algun punt x > % amb derivada zero, (pel teorema
de Rolle), i en I'estudi de la monotonia hem vist que aixod no passava. Aproximarem el punt de
tall cercant dos valors enters consecutius de x que tinguin imatges de diferent signe. Llavors, el
teorema de Bolzano garanteix I’existencia d’'un punt de tall entre els dos.

f(2)=-3 i f(3) =51 = el grafic de f talla 'eix OX en un punt o € [2,3].

3. Caleulew: a) lim —— . b) Tim £ YT
z—4o0 T + 7% a—1 2 — 1
a) lim * = 00 S <§> = Indeterminat. En ser les funcions del
z—+oo T 4 e~ +00 + 7> +o0 +0 00

numerador i del denominador derivables quan z tendeix a +o0o, es pot aplicar la Regla de
I’Hopital:
1 1

T 1
li = 1 = = =|1].
im im 1-0 .

g—too r €%  a—tool—e T 11—

0
b) hrri 5 \/15 =\lg) = Indeterminat. També podriem aplicar la regla de I’'Hopital perque
x—1

les funcions sén derivables en un entorn reduit d’l. Ho resoldrem a partir de descomposicions
factorials.

hmﬂzlim Vo (Ve —1) = lim VT = L = L
M1 T DV Der ) A D@eD) 22 [4]

4. Considereu els triangles rectangles AABC amb el vertex A C
fix en un punt d’'una circumferencia de radi r i centre O, el catet
AB de longitud variable sobre el diametre que surt d’A i el catet
BC de longitud variable mentre C' recorre la circumferencia. 2 0 T

Considereu la referencia de la figura adjunta i les variables = (abscissa de B) i a.

a) Demostreu que I'area del triangle es pot expressar de les dues maneres segiients:

1 2

Ax) = 5 (r+x)vVr? — a2, Ala) = B sin (1 + cos ).

b) Utilitzeu una de les dues funcions anteriors per trobar raonadament el triangle d’area
maxima i el valor d’aquesta.

1
a) L’area del triangle és 3 AB-BC. Pel teorema de Pitagoras, BC' = v/OC? — OB2 = \/r2 — 22,



Llavors,

D’una altra banda, AB = AO+ OB =r+rcosa i BC = rsina implica

1 2
Ala) = 5(7‘ + rcosa)rsina = %(1 + cos ) sin av.

b) Cal estudiar la funcié A(z) per a x € [0,r). Prescindim dels valors x € (—r,0) perque els
triangles resulten d’area més petita que el que té 'angle recte de vertex O.

1

2 2
A’(x)=§< 7“2—1;2_M>:_w

Neer:

2 2
=2z —rx+r

r2 — 2

Observem que A’'(z) = 0 equival a

T r/2 r

_ Z

x_—r:l:\/r2+8r2_—r:|:3r_ < g A’% o o %
N 4 4 B Z
T Aé/v \ Z

i, segons l'estudi del signe d’A’(x) a 'esquema adjunt, tenim que el maxim absolut es troba quan

2
x:f 1 el seu valor és A(g)zg\/ST )

Resoleu una de les dues qiiestions segiients:

11 17

5. Considereu la successié —, —, —
279716

a) El seu terme general i els termes que es troben en un entorn de centre 1 i radi 0.14.

b) El seu limit.
c) Les cotes superiors, les cotes inferiors, el suprem, 'infim, el maxim i el minim del conjunt

, 1, .... Calculeu:

dels seus valors.

a) La diferencia entre numeradors és constant i igual a 6, i entre denominadors també i igual
_ 6n—1
S Tn—=5]|

a 7. Per tant, el terme general és |a,

-1
3 —1’ < 0.14, és a dir

Els termes de ’entorn han de satisfer

— 4
—0.14 < 7n+5 <014 <= —-098n+0.7<—"m+4<098n—0.7
/”L —_—
0.02n < 3.3 n < % = 165
<— 1 <= 1
1.98n > 4.7 n > 1%2 ~ 2.373.

Aixi, es troben dins 'entorn |des de I'as fins 'ag4 |-




6— —
6n —1 00 6—-0 |6
b) lim = <—> = Indeterminat = lim R = ==
n
q =bn-1
» ) R , 6z —1 " Tn-5
c¢) La funci6é que déna suport al grafic de a, és f(x) = o el
m —
grafic de la qual és una hiperbola com al que es veu en el grafic :
adjunt. D’aquest grafic i dels calculs anteriors es conclou que: 5/24
— El conjunt de cotes superiors és [, +00)
— El conjunt de cotes inferiors és (—oo, g] L. ‘~
— El suprem i el maxim dels seus valors és g 6/7 n
— L’infim és g i el minim no existeix. L2 3 4 5
n=>5/7
el'
6. Considereu la funcié f(x) = T Trobeu:
er —

a) Les asimptotes horitzontals.
b) f'(z).
o) (f) ().

a) lim ¢ = 00 = (ﬁ) = Indeterminat. Podem aplicar la regla de 'Hopital per la
z—+o00 % — 1 400 —1 o0
derivabilitat de les funcions quan = tendeix a +oo0.

x x

lim —— = lim & = lim 1=1 — ’y = 1 és asimptota horitzontal ‘
r——+o0 e¥ — r——4o0 e¥ T——+00
) e e~ 0 y y -
lim = = =0= ’y = ( és asimptota horitzontal ‘
z——cc et —1 e >*—-1 0-1
e (e:r;_l)_exex 62:0_696_6290 —e”
(e —1) (e —1) (e —1)
) . et T i)
c)y = r=— - ey =— =1In . Llavors
L ev 't —1 x—1 4 x—1 ’

-1 (z—-1)-x 1

(f ) (2) =

T (x—1)2 |22 —x|




