IES Pons d’lcart

MATEMATIQUES — 2N BAT 5/X1/2007
Nombres reals, successions, i funcions-1| 24+44+2+2
o g 24446+ - +2n
1. Sigui la successiéo a, = 5 .
n
a) Demostreu que a, =1+ —.
n
2n?
b) Calculeu lim \/ (a,)T+3n
a) Resolucié 1 (per progressions aritmeétiques): 2, 4, ... | 2n és una progressié aritmetica
de diferencia 2. Llavors
2+ 2n
24+4464+---+2n 5 " (14nn n+1 1
n? n? n? n n
Resolucié 2 (per induccid):
2 1
. Peranzléscertperquéa1:F:—:2 i 1—|—I:1—|—1:2.
e Suposem-ho cert per a n i ho demostrarem per a n + 1:
24446+ +2n+1) 24+446+---+2n  n? 2(n +1)

Qpy1 =

(n+ 12 2 NCES RO SOE
1 n? 2(n+1) n 2n+1) nn+1)4+2(n+1)
- 1+ — . + = =
n) n+1)2 (+1)? n+1 (n+1)2 (n+1)2
on+2 . 1
on+1 n+1°
2n? n ]
1\ T+3n +3n 1\ "] T+3n im
b) lim (1 + —) = lim (1 + —) = lim {(1 + —) ] — e nmool T N
n—oo n n—oo n n—oo n
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2. Siguin les funcions f(z) = 1 LA g(x) =Inuz.
-

a

o

o,

)
)
¢) Calculeu (go f)~"(1).
)
)

e) Calculeu 1i1r§+ (go f)(2).

Representeu f(x) graficament a partir de les seves asimptotes.

Trobeu ’asimptota obliqua de la funci6 s(z) = = - f(x).

Trobeu el maxim, el minim, el suprem i I'infim del conjunt A = Dom (g o f).




a) Asimptota vertical. y4

3

lim f(z) = — = -0
z—1F 03 = |z =1].
1‘ = - =
A @) =g = oo )
Asimptota horitzontal.
lim f(z) = (f) 2 1 g
r—+o00 - o0 -/ »
° +1 y= 1
z ] — -
= lim % = 0+ =—1
i -
~ =1
0) — 24+0
Talls amb els eixos: 10) = 1-0 =1(0,2) 1 (—2,0)]|.
flz)=0=242=0=2=-2
b) L’asimptota obliqua té I'equacié y = ax + b, en que
= i 20 i f() = (fet me t) =1
¢ = lim —== lim f(z)= (fet més amunt) =
2x + 2 3z 00 3
b= mgrfoo( -z _(_1)”6) =LA T (5) _mgrfool_l BUET I
x
Per tant, 'asimptota obliqua és .
1 2+ L
¢)(gof) (I)=z=(gof)(z)=In ] = 1. Resolem aquesta equacio,
-z
2 2 -2
In (20 :1<:>ﬂze(z)2+x:e—ex<:>x(l+e):e—2<:> z =" :
1—2z 11— e+1

2
d) z € Dom (go f) <~ 1+x

> (0. Si observem la hiperbola de 'apartat (a) veiem que els
-

punts d’imatge positiva sén els del conjunt A = (—2,1). Aquest conjunt té la maxima cota

inferior en © = —2 i la minima cota superior en x = 1. Per tant [sup (4) = 1, inf(A4) = —2|.

En canvi, en ser l'interval obert, | A no té maxim ni minim|.

24z
1—=x

z——21

e) lim m( ) =In (%) =In(0") =[—o0].



3. Calculeu:

) 3 4+2r 2+ 2z B 4+2r  xt42 . 2t 4t 4+ 20 —
a) lim - = (00 —00) = lim — = lim
-1+ \ x —1 2 —x -1+ \ . —1 z—1 1+ z—1
o (=2® +2)(x — 1) 3 _
_:cli>1+ x—1 _zligh( o +2)=[1].

) (0) i 442 -9
im—————— = (- | =lim

z—5 12 —5r 0 w5 (22 —5z) (VA + 1z + 3)

r—95 1 1 1

= lim

=1 = .
v—5 z(x —5) (VA +z+3) Pt r(VA+z+3) 5.6 |30

4. Resoleu dues de les quatre qiiestions segiients.
i) Considereu una successio (a,) tal que Vn > 3200 es compleix a,, € (—1,3).
(a) La successi6 té limit? Per que?

(b) Calculeu raonadament lim n.
n—oo N

ii) Trobeu el valor de k£ € R tal que en x = 1 sigui continua la funci6

1
f(x): arctan ($_1) si <1

22 —kax si x> 1.
iii) Enuncieu el teorema de Bolzano i raoneu si es pot utilitzar per assegurar que l'equaci6
, e T
cosx = x té alguna soluci6 a l'interval 0 1)

iv) Resoleu I'equacié  9e** + 9¢** — e — 1 = 0.

i.a) No es pot assegurar. Pot ser que en tingui i pot ser que no en tingui. Només cal trobar
un exemple de cada cas.

agp—1 =0

1 satisfa les condicions de 'enunciat i no té limit.
Aon = 1,

e La successio {

., 1 . . , s
e La successié a,, = —, satisfa les condicions de I'enunciat i té limit.
n

i.b) —<a—<—:>O:hm—§hma—ghm—:0:> hma—:O.

n n n n—oo M n—oo N, n—oo M, n—oo M




ii) la funcié f és continua per la dreta en el punt z = 1, en ser 2 — kx un polinomi. Llavors,
perque f sigui continua només cal imposar lim f(x) = f(1),
rz—1—

lim arctan (

r—1—

1 1 U T
x—l) = arctan <0—> —arctan(—oo)——§—f(1)—1—k:> l{:—1—|—§ :

iii) Enunciat del teorema: Si una funcié f és continua en [a,b] i f(a) - f(b) < 0, lavors
existeix a € (a,b) tal que f(a) =0.

Si considerem la funcié f(z) = cosz — x, compleix les hipotesis del teorema de Bolzano a
I'interval [i—g, %] Efectivament,

en ser diferencia de dues funcions continues en R és continua en R. Per tant, f és continua en
[9” 1}. A més, f (i—g) ~ 0.0535 >0, f (1) ~ —0.0783 < 0.

40 4 4

o Or
Llavors existeix o € [ — ., —

0 4) tal que f(a) =cosa —a =0, és a dir cosa = a|.

iv) Apliquem la regla de Ruffini sobre I'equacié que resulta de fer z = e”.

9 9 -1 -1 . .
-1 -9 0 1 :>z:—10922—1:0:>z:—1,z:—§,z:§.
9 0 -1 0

En ser els valors de la funcié exponencial positius només s’obté la solucio

1
— lengz—ln?).




